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Vorwort

In der folgenden Ausarbeitung zum Vortrag ,,Cech-Kohomologie“ im Seminar ,,Kohomologie der
Schemata“ im Sommersemester 2014 unter Leitung von Prof. Dr. Walter Gubler und Jascha
Smacka wird die Cech-Kohomologie von Garben abelscher Gruppen auf topologischen Réu-
men bei einer gegeben Uberdeckung untersucht. Das Hauptresultat wird sein, dass die Cech-
Kohomologie im Falle einer quasikohirenten Garbe abelscher Gruppen auf einem noetherschen
separierten Schema bei einer gegeben affinen Uberdeckung schon mit der gewohnlichen Garben-
kohomologie iibereinstimmt. Wir folgen dabei im Wesentlichen der Quelle ﬂ

!Hartshorne 1977



1. Separierte Morphismen

1.1 Definition. Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata. Der Diagonalmorphismus
ist der eindeutige Morphismus A: X — X xy X, dessen Komposition mit den Projektionen
p1,p2: X Xy X — X die Identitat auf X ist.

X

/)

X xy X 25 X
idx p1 J{f
X — Y

f

Der Morphismus f heifit separiert, wenn der Diagonalmorphismus eine abgeschlossene Immer-
sion ist. In diesem Fall heiit X separiert iiber Y. Ein Schema X heiflit separiert, wenn es
separiert iiber Spec(Z) ist.

1.2 Proposition. Sei X eine separiertes Schema. Seien U und V affine offene Unterschemata
von X. Dann ist U NV ebenfalls ein affines offenes Unterschema von X.

Beweis. [Liu06, Proposition 3.3.6] O



2. Cech-Kohomologie

2.1 Lemma/Definition (Cech-Komplex). Sei X ein topologischer Raum und sei 4 = (U;);er
eine offene Uberdeckung von X, wobei I eine wohlgeordnete Indexmenge ist, das heifit I ist total
geordnet und fiir jede Teilmenge S von I gibt es ein kleinstes Element in S. Fiir alle p € N und
@0, ... ,1p € I fithren wir die Notation

UiO,u-Jp = Uio n...N Uip

ein. Sei weiter F eine Garbe abelscher Gruppen auf X. Wir definieren nun den zur Uberde-
ckung 4 gehorenden Cech-Komplex C" (4, F). Fiir alle p € N sei

CPELF) = ][] FUi,.,),

77777

das heifit ein Element o € CP(4, F) ist durch Angabe von Elemente
Oéi(]v-naip € "T(Ulmﬂp)

fur alle (p+1)-Tupel iy < ... < i, € I bestimmt. Ist o € CP(4, F), so definieren wir das Symbol
Qiy,....i,, Aus praktischen Griinden fiir alle 4o, ..., 4, € I (und nicht nur fiir io < ... <'4,), indem
wir

Qig,..ipy = 0

setzen, falls es j # k € {0,...,p} mit i; = i}, gibt und
Qig,...ip = SIZN(0) Qg (i), ... (i)
falls die Indizes alle disjunkt sind. Dabei ist o die Permutation mit o (i) < ... < o(ip).

Wir definieren die Korandabbildungen durch

pH

. +1 — k

d?: C? - CP" a— dP(a) == (Z(—l) aio,...,ik,...,ip+1|Uio ,,,,, ip-H) )
k=0 105y ip41

wobei die Notation 72, bedeutet, dass wir i, weglassen. Wir miissen nun zeigen, dass fiir alle
p € N schon dP*! o d? = 0 gilt.



Beweis. Sei a € CP(, F), dann gilt:
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Also ist C" (U, F) tatsachlich ein Komplex. O

2.2 Definition (Cech-Kohomologie). Sei X ein topologischer Raum und il eine offene Uberde-
ckung von X . Fiir eine Garbe abelscher Gruppen F auf X definieren wir die zur Uberdeckung
il gehorende p-te Cech-Kohomologiegruppe von F als

HP (U, F) == HP(C" (4, F)).
Wir erhalten offenbar fiir alle p € N einen Funktor
HP (4, —): Shap(X) — Ab.
2.3 Warnung. Ist X ein topologischer Raum, il ein offene Uberdeckung von X und
0=F - F—=F"=0

eine kurze exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen auf X, so erhalten wir im Allgemeinen
keine lange exakte Sequenz von Cech-Kohomologiegruppen, das heifit, die Funktoren H? (U —)
bilden keinen §-Funktor. Besteht 4 zum Beispiel nur aus der einzelnen offenen Menge X, so folgt
dies daraus, dass der globale Schnitte Funktor I'(X, —) im Allgemeinen nicht exakt ist.

2.4 Beispiel (Kohomologie der eindimensionalen Sphire). Sei S! die eindimensionale Sphire
und Z die zu Z gehorige konstante Garbe. Sei weiter 4 die offene Uberdeckung von S!, die aus
zwei offenen Halbkreisen U und V besteht, die sich an beiden Enden tiberlappen, das heifit UNV
besteht aus zwei kleinen Intervallen. Dann gilt.

CUU,Z2) =T(U,Z) xT(V,Z) =Z X Z
C'W,Z)=T(UNV,Z)=Z x T



Sind a,b € Z, so gilt weiter d°((a,b)) = (b — a,b — a), also
ker(d®) = im(d°) = Z.
Also gilt HO(8,Z) = Z und H' (8, Z) = Z.

2.5 Lemma. Sei X ein topologischer Raum und { = (U;);cs eine offene Uberdeckung von X,
wobei I eine wohlgeordnete Indexmenge ist, und sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf X.
Dann gilt HO(U, F) 2 T(X, F).

Beweis. Es gilt HO(4, F) = ker(d®). Fiir alle € C° und i < j € I gilt
d°()ij = ajlu,; — ailu,,-
Fiir « € HO(4, F) gilt also fiir alle i < j € I
ajluy = @il
das heifit, fiir alle i € I gibt es genau ein o € I'(X, F) mit /|y, = o;. Dann ist die Abbildung
HO(L, F) = T(X,F), a o
offenbar ein Gruppenisomorphismus. ]

2.6 Definition (,Garbifizierter* Cech-Komplex). Seien X, {{ und F wie oben. Fiir V offen in
X sei jy: V < X die Inklusionsabbildung. Wir konstruieren nun einen Komplex C' (4, ) von
Garben abelscher Gruppen. Fiir p € N sei

P, F)= T[ Ju,

Die Randabbildung d?: CP — CP*! definieren wir analog zur Definition des Cech-Komplexes zur
Uberdeckung 1. Fiir alle p € N gilt nach Konstruktion I'(X, CP(4, F)) = CP(4, F).

2.7 Lemma. Seien X, { und F wie oben. Dann ist der Komplex C (4, F) eine Auflésung von
F, das heifit es gibt einen Morphismus ¢: F — C° mit der Eigenschaft, dass die Sequenz

0— F 50w F) et ) 4

exakt ist.

Beweis. Durch

evi F(V) = (HjUi*<f|Ui><V> = 17w iz ) = [I Fle.(v nvy) = [T FV 1 Un)

iel iel iel iel
s = (slvu,)ier
erhalten wir einen Morphismus ¢: F — C°(4, F). Nun gilt fiir alle V offen in X, alle s €
ker(¢)(V) und alle i € I schon s|yny, = 0. Da die 4 eine Uberdeckung von X ist, folgt mit dem

Garbenaxiom fiir F, dass s = 0 gilt. Es gilt also ker(¢) = 0, was die Exaktheit an der ersten
Stelle zeigt.

Es geniigt, die Exakheit auf allen offenen Teilengen von X nachzupriifen, sei also V offen in X.
Der Morphismus d¥, ist durch

4y COU, F)(V) — CLl, F)(V)

(Si)iEI = (Si1 ’Uioilﬂv - Si0|UiOilﬂV)i0<i1€I



gegeben, also gilt offensichtlich im(ey) C ker(dY,). Sei nun (s;)ies € ker(dY,), das heift, fiir alle
g < i1 €1 gilt sil‘UioilmV — Sio’UiOilﬂV = 0 und damit SillUiOilmV = Sio‘U@'OilﬂV' Nach dem
Garbenaxiom fiir F gibt es also ein s € F(V) mit s|y,ny = si, es gilt also (s;)ier € im(ey)
und damit gilt ker(d),) C im(e). Insgesamt erhalten wir also ker(d),) = im(e) und damit die

Exaktheit an der zweiten Stelle.

Um die Exaktheit an den restlichen Stellen zu zeigen, geniigt es, die die Exaktheit auf den Halmen
zu priifen. Fiir p € N wissen wir bereits, dass im(d?) C ker(d?*!) gilt. Sei nun o, € ker(d2t?),
das heifit a; wird also von a € CPHL(4, F) (V) repriisentiert, wobei V eine offene Umgebung von
x in X ist, die wir so klein wahlen koénnen, dass V' C Uj fiir ein j € I gilt. Fiir alle g, ...,7, € 1
gilt dann

VUi, . i, =V N Uji,...ip-

Deswegen konnen wir ein Element 5 € CP(U, F)(V) durch
5z’0,...,z‘p = Qig,..yip

definieren. Wegen « € ker(d?™) gilt

p+1
_ (gpF1 L _1)kt+1 .
0= (dv (a))]ﬂo,---ﬂpﬂ - a'LOv---ﬂp+l‘Uj,i0 ..... ip+1NV + Z( 1) QS i0seesityemripg1 | Udsigueresip+ 1NV
k=0
und damit
p+1
e — e - Z(_l)ka R
105slpt1 = Yiosensipt1 U g, ip 1NV = 3110y es0yeeesipt1 1 Udnig,.oip 1OV
k=0
Daraus folgt
p+1
P 3. — _1)\k . — )
(dvﬁ)107~"azp+l - Z( 1) Bio,...,ik,...,ip+1|U. . nv - Oé7‘07“'7(LP+1’
k:(] ZO ..... 1p+1

das heifit es gilt d},(8) = a und damit auch d2(8;) = «a,. Es folgt a, € im(d?) und damit
ker(d2™!) C im(dP). Insgesamt erhalten wir also ker(d?™!) = im(d?) und damit die Exaktheit
an den restlichen Stellen. O

2.8 Proposition. Seien X und i wie oben und sei F eine welke Garbe abelscher Gruppen. Fiir

alle p € N\ {0} gilt dann HP(4, F) = 0.

Beweis. Nach Lemma ist der Komplex C (4, F) eine Auflésung von F. Da F welk ist, ist

.....

und ebenso ist das Produkt von welken Garben wieder welk, also ist CP(U, F) fiir alle p € N
welk. Demnach kénnen wir diese Auflésung verwenden, um die Kohomologiegruppen von F zu
bestimmen. Da F welk ist, gilt also fiir alle p € N\ {0}:

0= HP(X,F) = HP(D'(X,C (4, F))) = HP (4, F)
O
2.9 Lemma. Seien X und U wie oben, dann gibt es fiir alle p € N einen kanonischen Morphismus
HP (8, F) — HP(X,F)
der natiirlich in F ist, das heiffit wir erhalten eine natiirliche Transdormation

N

HP(U, —) = HP(X,—).



Beweis. Sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und sei Z° eine injektive Auflésung von
F. Nach Satz [A7]] gibt es einen bis auf Homotopie eindeutigen Morphismus von Komplexen
C M, C) — I, der auf F die Identitat induziert. Durch Anwenden der Funktoren I'(X, —) und
HP erhalten wir den gewtiinschten Morphismus. O

2.10 Theorem. Sei X ein noethersches separiertes Schema und 4 = (U;);¢; eine affine offene
Uberdeckung von X, wobei I eine wohlgeordnete Indexmenge ist. Sei weiter F eine quasiko-
harente Garbe auf X. Dann sind die kanonischen Morphismen aus Lemma fir alle p € N
Isomorphismen

HP (YU, F) =5 HP(X, F).

Beweis. Fiir p = 0 haben wir nach Lemma schon einen Isomorphismus. Nach |[Har77, Corro-
lar I11.3.6] konnen wir F in eine welke, quasikohérente Garbe G einbetten. Wir setzen R = G/F
und erhalten so eine kurze exakte Sequenz

0O=+F—=G—->R—=0

von Garben. Fiir alle ig < ... < i, € I ist Uy, ;, nach Proposition@afﬁn. Da F quasikohérent
ist, erhalten wir nach |[Har77, Propositionll.5.6] eine exakte Sequenzen

0= F(Uig,...i,) = G(Usy, i) = R(Usq....i,) — 0

von abelschen Gruppen. Indem wir Produkte bilden, erkennen wir, dass auch die entsprechende
Sequenz von Cech-Komplexen

0=>CUF)—=CHL,G) -CUR)—0

exakt ist. Also erhalten wir eine lange exakte Sequenz von Cech-Kohomologiegruppen. Da G
welk ist, gilt HP(U,G) = 0 fiir alle p € N\ {0}, wir erhalten also eine exakte Sequenz

0— H(8, F) — H'(U,G) — H°(L,R) — H (U, F) = 0
von abelschen Gruppen und fiir alle p € N\ {0} erhalten wir einen Isomorphismus
HP (U, R) =+ HPHL(YU, F).

Indem wir den Fall p = 0 verwenden, erhalten wir folgendes kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen:

0 —— HYX,F) — H%X,G) —— H'(X,R) —— H'({,F) —— 0

= = = |&

0 — H(X,F) — H(X,G) — H(X,R) — HY(X,F) — 0

Dabei ist ¢1: H'(8, F) — H'(X,F) der kanonische Morphismus aus Lemma Es folgt
sofort, dass ¢ ein Ismomorphismus ist. Nun ist R jedoch also Kokern eines Morphismus von
quasikohédrenten Garben nach |[Har77, Proposition IL.5.7] auch quasikohirent. Wir haben die
Behauptung bereits fiir p = 1 gezeigt. Sei nun also die Behaptung bereits fiir ein p > 0 bewiesen.
Da G welk ist, erhalten wir mit der langen exakten Kohomologiesequenz auch Isomorphismen

HP(X,R) = HPTY(X, F).

Damit folgt nun

Induktionsvoraussetzung

HPPH U, F) = HP(U,R) ~ HP(X,R) = HTH (X, F),

das heifit, die Behauptung gilt auch fiir p + 1. Mit Induktion folgt die Behauptung nun fiir alle
p € N. ]



Anhang A.
Injektive Auflosungen und Homotopie

A.1 Satz. Sei A eine ablesche Kategorie und seien A und B in A. Ist ¢ : A — I eine beliebige
Auflésung und n : B — J eine injektive Auflésung und ist v : A — B ein Morphismus, so
gibt es einen bis auf Homotopie eindeutigen Morphismus von Komplexen f : I' — I', mit der
Eigenschaft, dass das Diagramm

A== T
b
BTu]'

kommutiert.

Beweis. Da € ein Monomorphismus ist und J° injektiv ist, gibt es einen Morphismus f° : 1° —
JO mit f0° = n%. Sei nun n > 0 und bereits ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

RN T SN S

u J(fo J{fn
n—1

B " Jo % L,

konstruiert. Auflerdem sei f” : coker(d}) — coker(d%) der von f™ induzierte Morphismus. Der
von d’} induzierte Morphismus d} : coker(d}) — I "+1 jst ein Monomorphismus. Deswegen, und
weil J"H1 injektiv ist, gibt es einen Morphismus f7*!: /"t — J7+1 der das Diagramm

dar
I" —— coker(d}) — ™!

P
dan

mn

J" —— coker(d%) —— Jntl

kommutativ macht. Insgesamt erhalten wir also einen Morphismus von Komplexen f: ' — J
wie gewiinscht. Um zu zeigen, dass dieser bis auf Homotopie eindeutig bestimmt ist, geniigt es
zu zeigen, dass aus v = 0 bereits f ~ 0 folgt. Dazu setzen wir J 2 =0, f ' =u=0:1"!=
A— B=J1und s7! = s = 0. Seien nun bereits s’ : I* — Ji~! fiir 0 < i < n konstruiert mit
fi= df,_lsi + s"1d} fiir 0 <4 < n — 1, wie durch folgendes Diagramm veranschaulicht:

. = 1 JiL In+ 1

A

J”_2 Jn—l Jn

10



Dann gilt
(7 =y ey = gyt - s
— fnd?_l _ dg—l(fn—l _ d?}—an—l)
= f"d?‘l _ d?—lfn—l
=0,

also faktorisiert f” — dT}_ls” iber coker(d?_l). Da J" injektiv ist, gibt es also einen Morphismus
sl ntl 5 g+l der das Diagramm

I" —— coker(d} 1) —— I"*!

n__ n—1_n /,/”/////
fr=dy s l [
g
kommutativ macht. Nun gilt also s"T1d7 = f* — dT}_ls”. O

11
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