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Einleitung

Die Schnittmultiplizitdten aus der algebraischen Geometrie im Sinne von Pierre Sa-
muel stimmen mit einer Fuler-Poincaré- Charakteristik von bestimmten Tor-Funktoren
iiberein. Die moderne Schnitttheorie verwendet diese Tor-Formel deswegen fiir die De-
finition des Schnittprodukts (siehe zum Beispiel [Ful98]).

Diese Arbeit folgt in vielen Punkten den Ausfiihrungen von Jean-Pierre Serre in [Ser00],
allerdings bleiben etliche Resultate unerwéhnt, die bereits aus der kommutativen Alge-
bra bekannt sein sollten. Stattdessen werden die fiir die Tor-Formel wichtigen Resultate
in groferem Detail behandelt.

Kapitel gibt einen Uberblick iiber Samuels Begriff der Multiplizitét eines eines endlich
erzeugten Moduls M beziiglich Ideals g, das eine bestimmte Endlichkeitsbedingung
erfiillt, ndmlich £4(M/qM) < co. Dazu werden das Hilbert-Polynom und das Samuel-
Polynom betrachtet. Dies fithrt schlieflich zum Hauptresultat der Dimensionstheorie
von endlich erzeugten Moduln iiber lokalen noetherschen Ringen, nadmlich, dass der
Grad des Samuel-Polynoms beziiglich eines solchen Moduls gerade der Dimension des
Moduls entspricht.

Darauf folgend fiihrt Kapitel [2| den Koszul-Komplex ein. Ein wesentliches Resultat ist
dabei, dass man die Funktoren Tor?' (A/x, M) fiir einen A-Modul M im Fall, dass x eine
M-reguliare Folge ist, mit Hilfe eines bestimmten Koszul-Komplexes berechnen kann.
Fiir das Hauptergebnis dieses Kapitels betrachten wir die Samuel-Multiplizitét eq(M, r)
des iiber dem noetherschen lokalen Ring A endlich erzeugten Moduls M beziiglich des
Ideals q von A. Dabei muss die Endlichkeitsbedingung ¢4 (M /qM) < oo erfiillt sein. In
diesem Fall gilt dann

,
eq(M,r) :ZEA(HZ(X,M)), (1)
i=0
wobei H;(x, M) die Homologiemoduln des zu M und x gehérigen Koszul-Komplexes
sind.

In Kapitel [3| soll die Tor-Formel untersucht werden. Dazu werden zunéchst die Gruppe
der Zykel eines Rings und die Multiplizitat eines Moduls eingefiihrt.

Die Reduktion auf die Diagonale stellt fiir fast alle folgenden Ergebnisse ein sehr wich-
tiges Prinzip dar, deswegen wird sie beispielhaft im Fall affiner irreduzibler Varietéten
erlautert. Mit ihrer Hilfe wird in diesem Fall die Dimensionsformel der algebraischen
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Einleitung

Geometrie gezeigt: Sind V und W irreduzible Untervarietdten eines affinen Raums und
ist T eine irreduzible Komponente von VN W, so gilt

codim(7T) < codim(V') 4 codim(W).

Da die Reduktion auf die Diagonale im Folgenden auch im allgemeineren Fall von
formalen Potenzreihenringen iiber einem Korper benétigt wird, wird nun der dafiir
notwendige Begriff des vervollstindigten Tensorprodukts & eingefithrt und die Formel
fir die Reduktion auf die Diagonale in diesem Fall gezeigt:

Tor (M, N) = Tor{ (M &; N, A), (2)

wobei k ein Korper, A ein formaler Potenzreihenring iiber k und C' = A ®;, A ist und
M und N endlich erzeugte A-Moduln sind.

Mit Hilfe von Gleichung kann man fiir einen formalen Potenzreihenring A der
Dimension n iiber einem Korper k und zwei endlich erzeugte A-Moduln M und N mit
l4(M ®p N) < oo Folgendes zeigen:

(a) dim(M) + dim(N) < n (Dimensionsformel).

(b) XA(M, N) = 32 La(Torf (M, N)) > 0.

(¢) x*(M,N) = 0 genau dann, wenn dim(M) + dim(N) < n.
Unter Verwendung von Cohens Struktursatz fiir vollstdndige regulére lokale Ringe glei-
cher Charakteristik kann man dieses Theorem nun auch auf den Fall verallgemeinern,
dass A ein reguldrer Ring gleicher Charakteristik ist. Dies fiihrt zu der Vermutung,
dass die Aussage sogar fiir beliebige regulérer Ringe giiltig ist. Abschnitt [3.8] gibt einen

kurzen Uberblick dariiber, welche Resultate in diesem Zusammenhang bereits bewiesen
wurden.

Praktischerweise geniigt aber der Fall reguldrer Ringe gleicher Charakteristik fiir die
Anwendung in der algebraischen Geometrie, denn ist X eine nicht singulére algebraische
Varietat iiber einem Korper k und ist W eine irreduzible Untervarietdt von X, so ist
der lokale Ring von X bei W reguldr von gleicher Charakteristik.

Seien U und V irreduzible Untervarietiten von X und W eine irreduzible Komponente
von U NV, in der sich U und V eigentlich schneiden, das heif3t

dim(U) 4+ dim(V) = dim(X) + dim(W).

Seien auflerdem A, Ay und Ay die lokalen Ringe von X, U und V bei W. Bezeichnet
i(X,U - V,W) die Schnittmultiplizitdt im Sinne von Samuel, dann gilt

i(X,U-V,W) = x*(Av, Aw). (3)

Diese Formel wird mit Hilfe von Gleichung und der Reduktion auf die Diagonale
bewiesen. Wie bereits zu Beginn erwdhnt, wird Gleichung in der modernen Schnitt-
theorie sogar als Definition der Schnittmultiplizitdt verwendet.
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Einleitung

Die Eigenschaften dieser Schnittmultiplizitdt folgen nun auf natiirliche Weise aus den
Eigenschaften der Tor-Funktoren. So folgt zum Beispiel die Kommutativitiat direkt aus
der Symmetrie der Tor-Funktoren und die Assoziativitdt aus der Assoziativitdtsformel
fiir Tor-Funktoren, die durch zwei Spektralsequenzen gegeben ist.

Alle Ringe, die in dieser Arbeit betrachtet werden, sind kommutative Ringe mit Eins.



1 Hilbert-Samuel-Polynome

In diesem Kapitel wollen wir Samuels Begriff der Multiplizitdt eines Moduls beziiglich
eines Ideals einfithren. Insbesondere werden wir das Hauptresultat der Dimensionstheo-
rie endlich erzeugter Moduln iiber noetherschen lokalen Ringen beweisen.

1.1 Ganzzahlige Polynome

Definition 1.1 (Binomialpolynom). Fir k € N definieren wir das k-te Binomialpo-
lynom durch

k
Qr(X) = (ij) = %H(X—kﬂ') € Q[x].

Offensichtlich bilden die Binomialpolynome eine Q-Basis von Q[X].

Definition 1.2 (Differenzenoperator). Sei Z eine abelsche Gruppe und A C Q mit der
Eigenschaft
neA=n+1ecA

Dann definieren wir den Differenzenoperator A durch:

A: map(A,Z) — map(A4, 2)
feAfr A= Z n— f(n+1)— f(n))

Offensichtlich ist A ein Homomorphismus abelscher Gruppen.
Lemma 1.3. Sei Z eine abelsche Gruppe, A C Q mit der Figenschaft
ncA=n+1lecAd

und f: A — Z eine Abbildung. Sindn € Q undr € N mitn —r € A, so gilt

r

Af(n—r)=3 (-1 ©f<n —p).

p=0

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber r. Ist r = 0, so gilt

Ao =) = f(n) = (-1)° <8>f<n— 0= (-1 <;>f<n—p>.

p=0
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Sei also nun r > 0 und die Behauptung fiir » — 1 bewiesen, dann gilt:

A"f(n—r)= ArflAf(n—r)
— ATIAf((n—1) = (r = 1))

p=0 p p=0 p
—”<—1>p(’"‘1 fn— >+i<—1>p<“1>f<n— )
_p=0 p g p=1 p—1 g
T » r—1 r—1
=x () (o) ren
=p:0(—1)p<;>f(n—p) O

Lemma 1.4. Firk e N mit k > 0 gilt
AQr = Qk—1.

Beweis. Es gilt

AQr(n) = Qr(n +1) — Qr(n) = (nz 1) — (Z) = (k ﬁ 1) = Qp_1(n). O

Definition/Lemma 1.5 (Ganzzahliges Polynom). Fin Polynom f € Q[X] heifit
ganzzahlig, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen gelten:

(a) f ist eine Z-Linearkombination von Binomialpolynomen Q.

(b) Fiir alle z € Z gilt f(z) € Z.

(c) Es gibt ein zg € Z mit der Figenschaft, dass f(z) € Z fir alle z € Z mit z > 2.
(d) Af besitzt die Eigenschaft aus (a) und es gibt mindestens ein z € Z mit f(z) € Z.

Ist f solch ein Polynom, dann bezeichnen wir mit ex(f) den Koeffizienten von Qj in
der Darstellung f =3, cn exQ@k-
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Beweis der Aquivalenz. Die Implikationen (a) = (b) = (c) und (a) = (d) sind klar.

Sei also nun (d) wahr. Weil die Binomialpolynome @ eine Basis von Q[X] bilden,
gibt es eine eindeutige Darstellung f = > oy exQr mit (ex)yen € QM. Es gilt also
Af =Y po0ekQr—1 und weil auch die Darstellung von Af eindeutig ist und (a) von
Af erfillt wird, folgt e, € Z fir k > 0. Da es mindestens ein z € Z mit f(z) € Z gibt,
folgt auch ey € Z. Also sind (a) und (d) dquivalent.

Um die Implikation (c) = (a) zu zeigen, nutzen wir Induktion tiber den Grad von f.
Ist f vom Grad 0, so ist f konstant und wegen (c) gilt dann f € Z und damit (a). Sei

also nun f vom Grad d > 0 und die Behauptung wahr fiir Polynome vom Grad < d.
Offensichtlich gilt deg Af < deg f und auch Af erfillt (c). Also wird (a) von Af erfillt
und damit (d) von f. O

Ist f € Q[X] ein ganzzahliges Polynom, dann gilt offensichtlich ey (f) = ex—1(Af) fiir
k > 0. Insbesondere ist ey (f) fiir deg(f) < k das konstante Polynom A* f und es gilt
Xk
f(X) = €k(f)ﬁ +9(X),
wobei ¢g(X) € Q[X] mit deg(g) < k. Ist deg(f) = k, so gilt
nk
f(n)wek(f)ﬁ fir n — oo,

das heiit f(n) und e (f )%}f verhalten sich asymptotisch gleich. Es folgt, dass ex(f) > 0
genau dann erfiillt ist, wenn es ein zg € Z gibt, sodass f(z) > 0 fiir alle z > z; gilt.

1.2 Polynomartige Funktionen

Im Folgenden sei A C Z mit der Eigenschaft
neA=n+1¢€cA.

Definition 1.6 (Polynomartige Funktion). Eine Funktion f: A — Z heifit polynom-
artig, wenn es ein Polynom Py € Q[X] gibt, das folgende Eigenschaft erfiillt: Es gibt
ein m € A mit der Eigenschaft f(n) = Pr(n) fir alle n € A mit n > m. Gibt es solch
ein Polynom, so ist es offensichtlich eindeutig durch f bestimmt und ganzzahlig. Ist k&
der Grad von Py, so sagen wir auch, dass f Grad k hat und schreiben ¢;(f) an Stelle
von e;(Py).

Lemma 1.7. Sei f: A — Z eine Abbildung und r € N, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) f ist polynomartig vom Grad < r.
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(b) Af ist polynomartig vom Grad <r —1.
(¢) Fiir alle s > r+1 gibt es ein m € A, sodass fir alle n > m gilt: A f(n) = 0.

Beweis. Die Implikationen (a) = (b) = (c) sind klar.
Sei also nun (b) wahr. Sei R = > ) cyex(Paf)Qr+1, dann ist R vom Grad < r und es
gilt AR = Ppy. Betrachte die Abbildung g: A — Z, z — f(2) — R(z). Fiir z gro} genug
gilt dann:

Ag(z) = Af(2) — AR(z) = Af(2) = Pas(z) = 0.

Also gibt es ein eg € Z mit der Eigenschaft, dass fiir alle z grof§ genug g(z) = ep und
damit auch f(z) = R(z) + ep gilt. Also ist f polynomartig vom Grad < r.

Die Implikation (c¢) = (a) folgt durch Induktion tiber r und Verwendung der Implikation
(b) = (a). O

1.3 Das Hilbert-Polynom

Im Folgenden sei nun H = @, cy Hy ein graduierter Ring mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) Hp ist artinsch.
(b) H wird von Hp und einer endlichen Anzahl an Elementen 1, ..., z, € H; erzeugt.

Dann gilt H = Hy[Xy,...,X,|/I, wobei I C Hy[X,...,X,]| ein homogenes Ideal ist.
Weil Ho[X7,...,X,] nach dem Hilbertschen Basissatz noethersch ist, ist es demnach
auch H.

Sei M = @, cy M, ein endlich erzeugter graduierter H-Modul. Der Modul M ist
noethersch, also ist fiir alle n € N der H-Untermodul M>, = &>, M, endlich
erzeugt. Nun gilt aber M, = Ms,/Ms>p41, also ist auch M, ein endlich erzeug-
ter H-Modul und damit auch ein endlich erzeugter (H/Ann(M,))-Modul. Es gilt
@,,>1 H, C Ann(M>,,/M>p41), also haben wir folgende Surjektion:

Hy= H/ (QB Hn) — H/ Ann(M>,,/Mspy1) = H/ Ann(M,).

n>1

Folglich ist M,, ein endlich erzeugter Hyp-Modul und somit artinsch und noethersch.
Demnach ist er von endlicher Linge und wir kénnen folgende Abbildung definieren:

x(M,—): N—N
n = X(M,n) = L, (M)

Dabei ist £p,(M,,) die Lange von M, als Ho-Modul.
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Theorem 1.8 (Hilbert). Die Abbildung x (M, —) ist polynomartig vom Grad <r — 1.

Beweis. Da jeder endlich erzeugte graduierte H-Modul auch ein endlich erzeugter gra-
duierter Hyo[X7, ..., X,]-Modul ist, diirfen wir H = Hy[X}, ..., X,| annehmen.

Wir beweisen die Behauptung nun durch Induktion tber r.

Im Fall » = 0 ist M ein endlich erzeugter Hp-Modul und damit von endlicher Lénge.
Es gilt M,, = 0 fiir grole n und damit ist x(M, —) polynomartig vom Grad —oco < —1.

Wir nehmen nun an, dass r > 0 gilt und die Behauptung fiir  — 1 bereits gezeigt wurde.
Seien N der Kern und R der Kokern des Endomorphismus ®: M — M, m — X, - m.
Das sind graduierte Moduln und wir erhalten die folgenden exakten Sequenzen:

O—>Nn—>Mn2>Mn+1—>Rn+1—>0

Es folgt

Wegen X, R = X, N = 0 konnen wir R und N als graduierte Hy[X7, ..., X,_1]-Moduln
betrachten. Nach der Induktionsvoraussetzung sind dann x (R, —) und x(N,—) poly-
nomartige Funktionen vom Grad < r — 2, also auch Ayx(M,—). Nach Lemma ist
dann x (M, —) polynomartig vom Grad < r — 1. O

Notation. Das Polynom P, (y;_ heifit Hilbert-Polynom und wird auch mit Q(M)

bezeichnet. Seinen Wert bei einer ganzen Zahl n schreiben wir als Q (M, n). Offensicht-
lich gilt Q(M) = 0 genau dann, wenn £, (M) < oco.

1.4 Das Samuel-Polynom

Im Folgenden sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A-Modul.

Lemma 1.9. Es gilt £4(M) < oo genau dann, wenn alle Elemente in Supp(M) mawi-
male Ideale sind.

Beweis. |Eis04, Corollary 2.17]. O

Sei nun q ein Ideal von A. Da A noethersch ist, wird q von r Elementen z1,...,x,
erzeugt. Wir nehmen zuséatzlich Folgendes an:

bA(M/qM) < 0.
Wegen Supp(M) NV (q) = Supp(M/qM) ist das nach Lemma [1.9| &quivalent zu:

Alle Elemente in Supp(M) NV (q) sind maximale Ideale. (1.1)
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Sei weiter (M;) eine g-stabile Filtrierung auf M, das heifit
M=MyDM D...,
M; > qM;-y,
M; = qM;_; fir grofle i.

Wegen V(q) = V(q") fir alle n > 0 sind die A-Moduln M/q"M von endlicher Lénge
und wegen M,, O q"M auch die A-Moduln M /M,,. Demnach ist die Abbildung

fu:N—=N
n s (4(M/M,)

wohldefiniert.
Theorem 1.10 (Samuel). Die Abbildung fus ist polynomartig vom Grad < r.
Beweis. Wir kénnen Ann(M) = 0 annehmen: Sei A’ = A/ Ann(M) und ¢’ das Bild

von q in A’. Dann ist (M;) auch eine g’-stabile Filtrierung auf M als A’-Modul und es
gilt offensichtlich £4(M/M,) = €4 (M/M,) und Anny (M) = 0.

Nach Gleichung ([1.1)) sind dann alle Elemente in V' (q) maximale Ideale, also ist A/q
artinsch. Der zu q assoziierte graduierte Ring

H=gr(A) =P q"/q"

neN
wird von Hy = A/q und den Elementen zy, ..., x, erzeugt. Weiter ist
gl"(M) = @ Mn/M'rL—H
neN

ein graduierter H-Modul. Nach Voraussetzung gibt es ein ng € N mit M, = qM,, fir
alle n > ng, also wird gr(M) von

Mo/My & -+ @& My, /Mp+1

erzeugt. Fiir alle ¢ € N ist wegen der Injektion M;/M; 1 < M/M;;1, und weil M /M,
noethersch ist, auch M;/M; .1 noethersch. Insbesondere ist also M;/M; 1 ein endlich er-
zeugter A-Modul und wegen q C Ann(M;/M;;1) auch ein endlich erzeugter A/q-Modul.
Also ist gr(M) ebenfalls ein endlich erzeugter A/q-Modul und damit insbesondere ein
endlich erzeugter gr(A)-Modul. Nach Theorem [1.8|ist dann die Abbildung x(gr(M), —)
polynomartig vom Grad < r — 1. Es gilt

Afu(n) = €a(M/My 1) — La(M/My,)

= la(Mp/My+1)

=la/q(Mp/Mny1)

= x(gr(M),n),
also ist Afyr polynomartig vom Grad < r — 1 und nach Lemma ist far dann
polynomartig vom Grad < r. O
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Bemerkung. Das Polynom Py,, heiit Samuel-Polynom und wird im Folgenden auch
mit P((M;)) bezeichnet. Seinen Wert bei einer ganzen Zahl n schreiben wir auch als

P((M;),n). Der Beweis von Theorem zeigt

AP((M;)) = Q(gr(M)), (1.2)
wobei gr(M) der zur Filtrierung (M;) assoziierte graduierte Modul ist.

Ist (M;) die g-adische Filtrierung auf M, so schreiben wir auch P (M) anstatt P((q°M)).
Das nachste Lemma liefert einen Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und dem
g-adischen Fall:

Lemma 1.11. FEs gilt

Fy(M) = P((Mi)) + R,
wobei R € Q[X] ein Polynom vom Grad < deg(Py(M)) — 1 ist, dessen fiihrender Koef-
fizient > 0 ist.

Beweis. Sei m > 0, sodass M, 11 = qM, fiir alle n > m. Fiir alle n > 0 gilt dann
G M C My = 4" My, C q"M C M,
also gilt fur grofle n:
Py(M,n+m) > P((M;),n+m) > Py(M,n) > P((M;),n).

Demnach miissen Py(M) und P((M;)) den gleichen fiihrenden Term haben. AuBlerdem
folgt fiir grofie n auch Py(M,n)—P((M;),n) > 0, das bedeutet der fiihrende Koeffizient
von Py(M) — P((M;)) muss > 0 sein. O

Proposition 1.12. Ist
0O-N—-M-—>P—0

eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln mit £a(M/qM) < oo, £a(N/qN) < oo und
A(P/qP) < oo, dann gilt

By(M) = By(N) + Fy(P) — R,

wobei R € Q[X] ein Polynom vom Grad < deg(Py(N)) — 1 ist, dessen fiihrender Koef-
fizient > 0 ist.

Beweis. Sei N; = ¢!M N N. Nach dem Lemma von Artin-Rees (siehe [Eis04, Lem-
ma 5.1]) ist (NN;) eine g-stabile Filtrierung auf N und wir haben fiir alle n > 0 eine
kurze exakte Sequenz

0 — N/N, — M/q"M — P/q"P — 0.
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Demnach gilt fiir alle n > 0
Ca(M/q" M) = La(N/Np) + La(P/q"P),
also
Fy(M) = Py((Ni)) + Fy(P).
Nach Lemma [T.17] gilt
P((Ni)) = Fy(N) + R,

wobei R € Q[X] ein Polynom vom Grad < deg(P;(NN)) — 1 ist, dessen fiihrender Koef-
fizient > 0 ist. Dies zeigt die Behauptung. O

Notation. Ist d eine ganze Zahl > deg(F,(M)), dann bezeichnen wir mit eq(M, d) die
ganze Zahl AYP,(M). Es gilt:

eq(M,d) =0 falls d > deg(Py(M))

eq(M,d) > 1 falls d = deg(Py(M))

Ist d = deg(P4(M)), so gilt auBerdem
’fld

d!

fir n — oo.

Py(M,n) ~ eq(M,d)
Korollar 1.13. Ist
0O—+N-—-M-—=P—0
eine kurze exakte Sequenz von A-Moduln mit £o(M/qM) < oo, La(N/qN) < oo und
CA(P/qP) < oo, dann gilt fir d > deg(Py(M)):

eq(M,d) = eq(N,d) + eq(P, d).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition [I.12} O

Proposition 1.14. Sind q,q" Ideale von A mit Lx(M/qM) < oo und £a(M/q'M) < oo
und gilt zusdtzlich
Supp(M) NV (q) = Supp(M) NV (),

dann gilt
deg(Py(M)) = deg(Py (M)).

Beweis. Wie im Beweis von Theorem konnen wir Ann(M) = 0 annehmen, also
gilt

V(q) = {mlv cee 7m5} = V(q/)7
wobei die m; maximale Ideal von A sind. Dann gibt es eine ganze Zahl m > 0 mit
g™ C ¢’ und fiir alle n > 0 folgt ¢"™ C (q')". Fiir groBe n gilt demnach

Py(M, mn) > Py(M,n)

und es folgt deg Py(M) > deg Py(M). Durch Vertauschen der Rollen von q und ¢’
erhalten wir auch deg Py(M) < deg Py (M) und damit deg Py(M) = deg Py (M). O
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1.5 Dimensionstheorie noetherscher lokaler Ringe

Im Folgenden sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Sei auflerdem
M # 0 ein endlich erzeugter A-Modul und q C m ein Ideal in A mit £4(M/qM) < oc.

Wir bezeichnen mit d(M) den Grad von Py(M). Diese Definition ist unabhéngig von
der Wahl von q mit den obigen Eigenschaften, denn ist q’ ein weiteres solches Ideal,
dann gilt nach Lemma [1.9

Supp(M) NV (q') = Supp(M/q'M) = {m} = Supp(M/qM) = Supp(M) NV (q).

Nach Proposition folgt also deg Py(M) = deg Py (M).

Weiter bezeichnen wir mit s(M) das Infimum der natiirlichen Zahlen n mit der Eigen-
schaft, dass es x1,...,x, € m gibt, sodass £4(M/(z1,...,x,)M) endlich ist.

Wir wollen nun dim(M) = d(M) = s(M) zeigen. Dies ist das Hauptresultat der Di-
mensionstheorie endlich erzeugter Moduln iiber noetherschen lokalen Ringen.

Lemma 1.15. Es gilt d(M) < s(M).

Beweis. Nach der Definition von s(M) gibt es ein Ideal a von A mit ¢4(M/aM) < oo,
das von s(M) Elementen erzeugt wird. Demnach gilt

d(M) = deg Py(M) = deg Py(M)
und nach Theorem folgt d(M) < s(M). O

Lemma 1.16. Es gilt dim(M) < d(M).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion iiber d(M).

Im Fall d(M) = 0 ist P;(M) konstant. Es gibt ein k£ € N, mit der Eigenschaft, dass
Py(M,n) = L4(M/q"M) fiir alle n > k gilt, also gilt £4(M/q"M) = £4(M/q" 1 M) fiir
alle n > k. Betrachte nun folgende kurze exakte Sequenz:

0— q"M/q" "M — M/q" "M — M/q"M — 0

Da die Linge auf kurzen exakten Sequenzen additiv ist, folgt also £4(q"M/q" 1 M) = 0
und damit q"M/q" 1M = 0, also q"M = q""1 M. Wegen q C m = Rad(A) gilt wegen
des Nakayama-Lemmas "M = 0 fiur alle n > k. Sei nun p € Supp(M), dann gilt
p O Anny(M) D g*. Da p prim ist, folgt p O q und damit p € Supp(M/qM). Nach
Voraussetzung ist aber £4(M/qM) < oo, mit Lemma [1.9folgt also, dass p maximal ist.
Demnach sind alle Primideale von A/ Ann (M) maximal und folglich gilt

dim(M) = dim(A/ Anns(M)) = 0.



1 Hilbert-Samuel-Polynome

Sei nun also d(M) = n > 1 und die Behauptung bereits fiir n — 1 gezeigt. Sei nun
po € Supp(M) minimal mit dim(M) = dim(A/pp). Dann gibt es einen Untermodul N
von M mit N = A/pg (siehe [Ser00, Chapter I, Theorem 1]). Nach Proposition m
gilt dann d(N) < d(M), wir kénnen also M = A/pp annehmen. Angenommen es gilt
dim(M) > d(M). Dann gibt es eine echt aufsteigende Kette von Primidealen

Po &GP & & hk
mit k > d(M). Sei x € p1 \ po, dann gilt
dim(M/xM) >k —1>d(M) — 1.
Betrachte nun den Homomorphismus
x: M — M, m — xm.

Da po prim ist, ist M = A/po ein Integritdtsring und damit ist -z injektiv. Somit
erhalten wir folgende kurze exakte Sequenz:

0— M- M — M/zM — 0.

Nach Proposition gilt also d(M/xM) < d(M) — 1 und mit der Induktionsvoraus-
setzung folgt

d(M)—-1<dim(M/zM) < d(M/zM) < d(M) —
Dies ist ein Widerspruch, also muss bereits dim(M) < d(M) gelten. O

Lemma 1.17. Es gilt s(M) < dim(M).

Beweis. Wir benutzen Induktion iber n = dim(M) (nach Lemma wissen wir, dass
dim(M) < oo gilt).

Im Fall n = 0 gilt dim(A/p) = 0 fir alle p € Supp(M). Folglich sind alle p € Supp(M)
maximale Ideale und damit ist M nach Lemma von endlicher Lange. Wir erhalten
also s(M) = 0.

Sei nun n > 1 und die Behauptung fiir n — 1 bereits gezeigt. Seien p; die Primideale
in Supp(M) mit dim(A/p;) = n. Diese sind minimale Elemente von Supp(M ), folglich
sind es nur endlich viele (siehe [Ser00, Chapter II, Theorem 1]). Wegen n > 1 sind
sie nicht maximal und nach dem Lemma zur Vermeidung von Primidealen konnen wir
x € m mit x ¢ p; fiir alle ¢ wiahlen (siehe |[Rob98al Proposition 1.1.5]). Dann gilt
offenbar dim(M/xM) < dim(M) — 1. Andererseits gilt wegen der Definition von s(M)
auch s(M/xM) > s(M) — 1 und mit der Induktionsvoraussetzung folgt
s(M)—-1<s(M/zM) < dim(M/zM) < dim(M) — 1.
Folglich gilt s(M) < dim(M). O

Theorem 1.18. Es gilt dim(M) = d(M) = s(M).

Beweis. Dies folgt aus den Lemmata bis O
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2 Der Koszul-Komplex

Wir geben nun einen Uberblick iiber Koszul-Komplexe. Das Hauptresultat dieses Ka-
pitels ist ein Theorem, das es uns ermoglicht Samuels Multiplizitdt mit Hilfe der Euler-
Poincaré-Charakteristik eines bestimmten Koszul-Komplexes zu berechnen.

Im Folgenden sei A ein Ring.

2.1 Der einfache Fall

Definition 2.1. Ist x € A, so bezeichnen wir mit K (x) folgenden Komplex:

Ki(z) =0 fir i # 0,1
Ki(x)=A
Ko(x) = A
Die Abbildung d: Ki(z) — Ko(x) ist die Multiplikation mit x

Aus Notationsgriinden bezeichnen wir 1 € Kj(x) euch mit e,.

Ist M ein A-Modul, dann bezeichnen wir den Tensorprodukt-Komplex K (x) ® 4 M mit
K (xz, M). Wir bezeichnen den i-ten Homologie-Modul von K (z, M) mit H;(z, M). Ist
x € Aund M ein A-Modul, so gilt:

Ky(z,M)=0 falls n # 0,1
Ko(l',M) = Ko(ZL‘) QAaM=M
Kl(l‘,M) = Kl(m) QRKaM=M

Die Randabbildung
d: Ki(x, M) — Ko(z, M)

ist durch die folgende Formel gegeben:
d(ez; ® m) =am fiir m € M.
Die Homologie-Moduln von K (z, M) sind

Hi(z,M) =0 falls i #£ 0,1,
Ho(z,M) = M/zM,
Hy(z,M) = Anny/(z) = ker(zpr: M — M, m — xm).

11



2 Der Koszul-Komplex

Proposition 2.2 (Kiinneth-Formel fiir Koszul-Komplexe). Sei x € A und L ein Kom-
plex von A-Moduln. Dann ist fiir jedes p > 0 die Sequenz

0 — Ho(w, Hy(L)) — Hy(K(x) @4 L) — Hy(z, Hy_1(L)) — 0

exakt.

Beweis. Die natiirliche Inklusion A — K (x) liefert einen Monomorphismus von Kom-
plexen
L=A®aL — K(x)®a L.

Auflerdem erhalten wir durch die natiirliche Projektion K(x) — Kj(x) = A einen
Epimorphismus von Komplexen

K(x)®a L — L[—1],
der uns insgesamt die kurze exakte Sequenz
0= L5 K()®aL B L[-1] =0
liefert. Also erhalten wir folgende lange exakte Homologiesequenz:
o B Hy(L) = Hy(K (2) ©4 L) = Hy(L[-1]) % Hpa(L) = -+
Es gilt
(K(z)@aL),= P Ki(z)@a L
i+j=p
= Ko(aj) ®A Lp ) Kl(a:) ®a Lp_1
und die Randabbildung d: (K(z) ®4 L), — (K(z) ®4 L), , ist durch
d(o @ Yp + 71 @ yp—1) = d(T0) @ yp + 70 @ d(yp) + d(71) @ Yyp—1 — 71 @ d(yp-1)
=20 ®@d(yp) + 2 - T0 @ Yp—1 — 1 @ d(Yp—1)

gegeben. Ist [c] € H,(L[—1]), so gilt d([c]) = [d(¢)] € Hp—1(L), wobei ¢ ein Element
aus (K(x) ®4 L), mit p(¢) = c ist. Ohne Einschrinkung sei ¢ = 0 + e; ® c. Wegen
¢ € Zy(L[—1]) folgt dann

I[c]) =[d(&)] =[d0+ e, ®c)] =[r ez @ c— ez ®d(c)] = x[ez @ (],

alsoist 0: (Hp—1(L) = Hp(L[—1])) = Hp—1(L) durch die Multiplikation mit z gegeben.
Demnach erhalten wir aus der langen exakten Homologiesequenz die folgenden kurzen
exakten Sequenzen:

0— X, = Hy(K(z)®aL) =Y, 1 =0
Dabei sind X, und Y}, durch

X, = coker(-x: H,(L) — Hp(L))= Ho(z, Hy(L))
Yy = ker(e: Hy(L) = Hy(L)) = Hi(z, Hy(L)

gegeben. ]
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2 Der Koszul-Komplex

Definition 2.3 (azyklischer Komplex). Sei M ein A-Modul und L ein Komplex von
A-Moduln mit L, = 0 fiir p < 0. Dann heifit L azyklischer Komplex auf M, falls
H,(L) =0 fiir p > 0 und Hoy(L) = M, also falls

o= L > Log—>M—0

eine Auflésung von M ist.

Korollar 2.4. Sei M ein A-Modul, L ein auf M azyklischer Komplex und x € A kein
Nullteiler auf M, also Annps(x) = 0. Dann ist K(x) ® 4 L ein azyklischer Komplex auf

Beweis. Aus Proposition folgt:

H,(K(x)®aL)=0 firp>1
H(K(x)®a L) =Hy(x,M) = Annp(x) =0
Ho(K(x) ®a L) = Ho(x, M) = M/xM O

2.2 Der allgemeine Koszul-Komplex

Definition 2.5. Sei x = (z1,...,2,) eine Familie von Elementen aus A. Mit K (x)
oder auch mit K(x1,...,x,) bezeichnen wir folgenden Tensorprodukt-Komplex:

K(x)=K(z1) ®4 K(x2) ®4 - ®4 K(x,)

Lemma 2.6. Seix = (z1,...,z,) eine Familie von Elementen aus A. Dann ist K,(x)
der freie A-Modul, der von den Elementen der Form

exil/\-‘-/\exip:exi1®~-®exip®1®-~®1 mit 1 <y <ip <---<ip <7

(r—p)-mal

erzeugt wird. Insbesondere gilt also

~ p T
Kp(x) = (A7),
Die Randabbildung d: K,(x) — Kp—1(x) ist durch folgende Formel gegeben:

d(exil ®...®emip ®1®...®1)
———
(r—p)-mal
p (2.1)
:Z(_D’H—lxikefcil ®"'®e/ﬂﬁi\k ®"'®ef€ip RIR---R1.
—_———
k=1 (r—p+1)-mal

Dabei verwenden wir die Konvention, dass das Symbol unter ,,”“ weggelassen wird.
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2 Der Koszul-Komplex

Beweis. Fiir p € Z sei Ty = {I C {1,...,7} | #I = p}. Wir haben folgendes zu zeigen:

Kp<x>=@((®m<xi>) ®A( 2 K(>))

1ezy \ \iel ie{l,..r \I

Dies beweisen wir durch Induktion iiber r. Im Fall r = 1 gilt Z} = {0}, Z{ = {{1}} und
fir p ¢ {0,1} gilt I; = (). Damit folgt:

Ko(x) = Ko(z1) = P ((@Kﬂxﬂ) ®4 ( 0% KO(xi)))

[EIS el 1€{1,...,r }\I

Ki(x) = Ki(z1) = €D (<®K1($1)> ®4 ( 0% KO(Q”Z‘)))

IeT! iel te{1,....,r}\I
Kp(x) = Kp(1) =0= P ((@fﬁ(l‘i)) ®a ( & Ko(%))) fiir p ¢ {0,1}
IeZ] iel ie{l,..,r}\I
Fiir die Randabbildung d: Ki(z1) — Ko(z1) im Grad 1 gilt
d(eg, ) =z1-1
=(-)"'me, ®1
1
= Z(_l)k—i_lxikem R Qe @ Qe 1@---@1.
1 k P | S —
k=1 (1—141)-mal

In den anderen Graden ist die Randabbildung nach Definition immer 0 und auch
die Formel aus Gleichung ({2.1)) ergibt 0.

Sei also nun r > 1 und die Behauptung fiir alle s € N mit 0 < s < r bereits bewiesen.

Sei auBlerdem x’ = (x1,...,2,_1). Dann gilt:
Kp(X) = @ KZ'(X,) ®A KJ(IET)
it+j=p
= P K- j(x)@a K;(z,)
je{o,1}

- P ((@Kl(xa) ®A( & Ko(%'))) ©a Ko()

Iezp? i€l i€{l,...,r—1}\I
® @ ((@Kl(l’z)) KA ( ® Ko(%»)) ®A Kl(x,«)
IGI;:} iel ie{l,...,r—13\I
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2 Der Koszul-Komplex

Rt

2

)

Ko(z;)

)

Iezy ™! iel i€{1,...,r \I

<) @ (( ® Ki(x;) ®A< ® Ko(xz)))
rer;—} \ \ielu{r} i€{1,,r\(IU{r})

— (( Kl(l‘z)) ®a X Ko(xz)))

1€y iel ie{1,..,r}\1
ré¢l

® ( K1(wi)> ®4 X Kolz:)
1€77 \ \iel i€{1,..,r\I
rel

®

)0, ))
i€{1,r P\

Nun betrachten wir die Randabbildung d: Kp(x) — Kp,—1(x). Dabei unterscheiden wir
die zwei Falle r € {i1,...,4,} und r ¢ {i1,...,ip}. Im ersten Fall gilt:

d(eg;, ® -+ Qe 919 @10 1 )
(r—1-p)-mal  €Ko(zr)
:d(exil ®"'®€Iip ®1®...®1)@1_}_(_1)174-169“1 R R ey, ®1®...®1®d(1)
—_—— P ——— ,
(r—1—p)-mal (r—1—p)-mal =0
p
= | Y DM e, @06, @0, ®10 01|01
k=1 (r—p)-mal
L k
= Z(fl) +1£ik€x¢1 @...@@;@...®exip®1®...®1.
k=1 (r—p+1)-mal

Im zweiten Fall konnen wir ohne Einschrankung r = ¢, annehmen. Dann gilt:

d(eg;, @ Qex, | Deg, LD ®1)
(r—p)-mal
= d(eya;h@--.@ezip_l ® 1®---Ql )®ey,
((r—=1)—(p—1))-mal
+(-1P ey, @ @6, ©1Q---©1ad(e,)
(r—p)-mal
p—1
= Z(_l)kJrl%ike:m‘l ®...®€’x'; ®'”®el‘z‘p_1 RIR--®1 ®€Iz‘p
k=1 (r—p+1)-mal
+(_1)p+1€:ci1 R R ezipfl RIR---®1 ®($ip . 1)
(r—p)-mal
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2 Der Koszul-Komplex

p
= Z(il)k+lxik€xil®"'®e/m-;®"'®6xip®1®"‘®1
%/_/

z;ll’ (r—p+1)-mal
+(_1)p+1xip€xi1®"'®€$i R1R---x1
p—1 N————’
(r—p+1)-mal
- k
=> (-1) Hﬂ?ikexil®"‘®~‘3/x7k®"'®€xip®1®“'®1- 0
%/_/
h= (r—p+1)-mal
Definition 2.7 (Koszul-Komplex). Ist x = (z1,...,,) eine Familie von Elementen

aus A und M ein A-Modul, so bezeichnen wir den Tensorprodukt-Komplex K (x)®4 M
mit K(x, M) oder auch K(z1,...,x,; M). Wegen Lemma gilt

Ky(x,M) = P ((@ Kl(xi)> ®4 ( (% Ko(:ri)) ®4 M)

1ezy \ \iel i€{1,er NI
und die Randabbildung K,(x, M) — K,_1(x, M) ist durch folgende Formel gegeben:

d(eg, ® ®eg, L -®1emM)
~—_———
(r—p)-mal

p
:Z(_l)k+1xik€$il ®®e/mz\k ®"'®€;pip RITIR---RVIRXM
——
= (r—p+1)-mal

Wir bezeichnen den p-ten Homologiemodul von K (x, M) mit Hy(x,M). Ab nun be-
zeichnen wir mit x und (x1,...,z,) je nach Kontext auch das von den Elementen
x1,...,z, erzeugte Ideal in A. Offensichtlich gilt:

Hy(x, M) = M/ (@ xiM> = M/xM
i=1
H.(x,M)={me M | x;m =0 fur alle ¢}

Bemerkung. Wenn wir den zu Grunde liegenden Ring A nennen wollen, dann schrei-
ben wir K4(x), H;‘(X), KA(x, M) und H;‘(X, M). Tatsachlich ist K (x, M) und damit
auch H,(x, M) aber nicht vom Grundring A abhéngig, sondern nur von der abelschen
Gruppe M und den Gruppenhomomorphismen -z;: M — M, m — xm, wie das folgen-
de Lemma zeigt.

Lemma 2.8. Secien A und B zwei Ringe und sei M sowohl ein A-Modul, als auch
ein B-Modul. Weiter seien x = (z1,...,2,) eine Familie von Elementen aus A und
y = (y1,...,yr) eine Familie von Elementen aus B mit der Figenschaft, dass die
Multiplikation mit x; und y; fir alle i € {1,...,r} jeweils den gleichen Gruppenho-
momorphismus ; auf M liefert. Dann gibt es einen Isomorphismus vom Komplexen
von abelschen Gruppen

KA(x, M) = KB (y, M),

der natirlich in M ist.
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2 Der Koszul-Komplex

Beweis. Es gilt:
K (x, M) = K (x) ®4 M
~ AG) @ M
~ ()
~ BG) 95 M
~ KJ(y)®p M
= Kl (y, M).

Wir miissen also nur noch zeigen, dass diese Isomorphismen mit den Randabbildungen
von K4(x, M) und KB (y, M) kompatibel sind. Es gibt eine bijektive Abbildung

i o))

Die Randabbildungen von K4 (x, M) und K®(y, M) induzieren dann jeweils beide die
Abbildung

d: MG) = pGh)

p .
(0,...,0,m,0,...,0) = ST (=10, ..., 0,4;(m),0,...,0).
Gp({i1,.-rip})-te Stelle J=1 o~
Op—1({#1,--,%5,...,ip })-te Stelle
Die Natiirlichkeit ist klar. O
Definition 2.9 (Reguldre Folge). Sei M ein A-Modul. Eine Familie x = (z1,...,2,)

von Elementen aus A heift M-reguldre Folge, falls fiir alle i € {1,...,r} gilt, dass
x; kein Nullteiler auf M/(xy,...,x;-1)M ist.

Proposition 2.10. Sei M ein A-Modul und x = (z1,...,z,) eine M-requldre Folge,
dann gilt Hy(x, M) =0 fir alle p > 0.

Beweis. Fiir r = 1 ist die Behauptung richtig, denn Anny/(z1) = Hi(z1,M) = 0
bedeutet gerade, dass x1 kein Nullteiler auf M ist.

Sei also nun r > 1 und die Behauptung wahr fiir r — 1. Es gilt

Hy(x1,...,2p—1; M) =0 fir p # 0,
Ho(zy,...,xp—1; M) = M/(21,...,20—1) M,

also ist K (z1,...,x,—1; M) ein azyklischer Komplex auf M/(z1,...,x,_1)M. Nach Vor-
aussetzung ist z, kein Nullteiler auf M/(z1,...,z,—1)M, also ist

K(XvM) :K(xT) ®AK($1,...,J)7«,1;M)

nach Korollar ein azyklischer Komplex auf M/(z1,...,2,)M und damit folgt die
Behauptung. O
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2 Der Koszul-Komplex

Bemerkung. Ist x = (z1,...,2,) eine Familie von Elementen aus A, dann ist
K(x,—): Modg — Ch(Moda,)

ein Funktor. Dieser ist exakt, denn K (x) ist der freie A-Modul vom Rang (;) und damit
insbesondere flach. Demnach ist (Hp(x, —) = Hp o K(x,—)),cy ein homologischer 4-
Funktor von Mod 4 nach Mod 4. Des Weiteren gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

1/)0: Ho(X, —) — (A/X) XA —

und weil (T01r]‘;1 (A/x, _))pEN ein universeller 6-Funktor von von Mod4 nach Mod 4 ist,

setzt sich vy eindeutig zu einem Morphismus ¢ von §-Funktoren fort.

Korollar 2.11. Sei x eine A-reguldre Folge. Dann ist
1/]: (HP(X7 _))pGN — (TOI‘;‘(A/Xv _))pGN
etn Isomorphismus von &-Funktoren.

Beweis. Nach Proposition ist Hp(x, A) = 0 fiir p > 0 und es gilt Hy(x, A) = A/x.
Also ist K (x) = K(x,A) ein azyklischer Komplex auf A/x und damit ist

o= Ky (x) = Kop(x) > A/x— 0
cine Auflésung von A/x. Da Kjy(x) der freie A-Modul vom Rang (;) ist, ist diese
Auflésung frei. Insbesondere ist sie projektiv und damit folgt die Behauptung. O

Proposition 2.12. Sei x = (z1,...,2,) eine Familie von Elementen aus A und M
ein A-Modul. Fir alle p € Z gilt dann

x C Anny(Hy(x, M))

und
Anny (M) C Anng(Hp(x, M)).

Beweis. Sei B = A[X1,...,X,|. Wir definieren eine B-Modul-Struktur auf A durch
X;a = 0 fiir alle a € A und und eine B-Modul-Struktur auf M durch X;m = x;m
fiir alle m € M. Nach Lemma sind dann K4(x, M) und KB(Xy,...,X,; M) als
Komplexe abelscher Gruppen isomorph. Da (X1, ..., X, ) eine B-regulédre Folge ist, folgt
also

Hy(x, M) = Hy(X1,...,X,; M) = Torl (B/(X1,..., X;), M) = Tor}) (A, M).

Durch den Ringhomomorphismus A <— B wird auf Torf (A, M) eine A-Modulstruktur
definiert, die offensichtlich mit der A-Modulstruktur von H,(x, M) tibereinstimmt. Also
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2 Der Koszul-Komplex

ist der obige Gruppenisomorphismus sogar ein Isomorphismus von A-Moduln. Insbe-
sondere gilt fiir alle @ € A mit a € AnnB(Torf(A, M)) auch a € Anny(H,(x, M)). Nun
gilt
AnnB(Tor]]f(A7 M)) D Anng(A) + Anng(M)
= (X17 s 7X'r') + AnnB<M)
S (X1, X,) + Anna(M) + (X1 — 1,0, Xy — )

und es folgt die Behauptung. O
Bemerkung. Sei M ein A-Modul und x = (z1,...,,) eine Familie von Elementen
aus A.

Ist S C A eine multiplikative Menge, so gilt K (x, Mg) = K(x, M)g, denn die Funktoren
—s: Mody — Modag und — ®4 Ag: Modg — Mod 4 sind natiirlich isomorph.
Statten wir M und K(x,M) jeweils mit der x-adischen Filtrierung aus, dann gilt
K(x,]\/f) = K(x, M), denn

O O WG
Ky(x, My =@M =[M=][ M=M= K,(x, M)
i=1 i=1 i=1 =1

und dieser Isomorphismus ist offensichtlich kompatibel mit den Randabbildungen.

2.3 Die Filtrierung eines Koszul-Komplexes

Definition 2.13 (Euler-Poincaré-Charakteristik). Sei A ein Ring und K ein beschrank-
ter Komplex von A-Moduln. Ist £4(K,) < oo fir alle p € Z, so definieren wir die
Euler-Poincaré-Charakteristik von K durch

X(K) =) (—1)PLa(Kp).

PEZL

Ist £4(Hp(K)) < oo fiir alle p € Z, so definieren wir sie durch

X(K) =) (~1)"La(Hy(K)).
PEZL
Sind beide Voraussetzungen gegeben, so stimmen die beiden Definitionen {iberein, da
die Lénge additiv auf kurzen exakten Sequenzen ist.

Im Folgenden sei A ein noetherscher lokaler Ring, x = (x1,...,z,) ein Ideal von A und
M ein endlich erzeugter A-Modul mit £4(M/xM) < co. Die A-Moduln H,(x, M) sind
endlich erzeugt und fiir alle Primideale p € Supp(H,(x, M)) gilt p O Ann(Hy(x, M)).
Nach Proposition gilt also insbesondere p O x + Anng(M) = Anna(M/xM).
Damit gilt p € Supp(M/xM), also ist p nach Lemma ein maximales Ideal und
wieder mit Lemma [1.9] folgt {4 (Hp(x, M)) < oco.
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2 Der Koszul-Komplex

Definition 2.14 (Euler-Poincaré-Charakteristik des Koszulkomplexes). Wir definieren
die Euler-Poincaré-Charakteristik zu (x, M) durch

r

X(x, M) =Y (=1)"La(Hp(x, M)).
p=0

Das Samuel-Polynom Py (M) ist nach Theorem vom Grad < r und es gilt
nT’
Py(M,n) = ex(M,r)ﬁ + Q(n),
wobei @ ein Polynom in Q[X] vom Grad < r ist.
Im Folgenden wollen wir zeigen, dass die beiden ganzen Zahlen x(x, M) und ex(M,r)

ubereinstimmen.

Theorem 2.15. Es gilt x(x, M) = ex(M,r).

Beweis. Wir gehen in mehreren Schritten vor:

1. Sei K = K(x,M). Wir definieren eine absteigende Filtrierung auf K durch
(F'K), = x""K,.

Wenn wir die Komplexe K und F'K jeweils als direkte Summe ihrer Komponen-
ten K, und (FiK)p betrachten, dann ist F?K eine x-stabile Filtrierung auf K.

2. Sei gr(A) der zur x-adischen Filtrierung auf A gehorige graduierte Ring. Es gilt
gro(A) = A/x und gry(A) = x/x%. Seien y1,...,y, die Bilder von z1,...,z, in
gri(A) und y = (y1,...,yr). Sei gr(M) der zur x-adischen Filtrierung auf M
gehorige graduierte gr(A)-Modul. Dann gilt

gr(K) = D F'K/FTK = K(y,gr(M)),
€7
denn
gr(K), =P (F'K),/(FHK),
€L
_ @ X PK, /XK,
€L
= @xiKp/xiHKp
1€Z
o @sz(;)/x""lM(;)
1E€EL

()
= (@ xiM/xi“M)
1EL

— or(a)(s)

= Kp(y, gr(M))
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2 Der Koszul-Komplex

und dieser Isomorphismus ist offensichtlich kompatibel mit den Randabbildungen
der beiden Komplexe.

. Wie im Beweis von Theorem sieht man, dass gr(M) ein endlich erzeugter
gr(A)-Modul ist. Also sind auch die Homologiemoduln Hy,(y,gr(M)) endlich er-
zeugte gr(A)-Moduln. Nach Proposition gilt y C Anng,4)(Hp(y,gr(M))),
also sind sie sogar endlich erzeugt iiber gr(A4)/y = A/x. Aus obiger Darstellung
von Kp(y, gr(M)) erhélt man, dass Ann 4 (M) die Homologiemoduln Hy,(y, gr(M))
annulliert, also sind sie sogar endlich erzeugte (A/(x+ Anny4(M)))-Moduln. Nach
dem gleichen Argument, das wir bereits fiir die Wohldefiniertheit der Euler-
Poincaré-Charakteristik verwendet haben, folgt dann, dass die Homologiemoduln
Hy,(y,gr(M)) alle endliche Lénge haben.

. Da Hp(y,gr(M)) =0 fir p ¢ {0,...,r} und wegen
Hy(y, gr(M)) = € Hy(F'K/F™K)
1EL
gibt es ein m > 0 mit der Eigenschaft, dass H,(F'K/F™ K) = 0 fiir alle i > m
und alle p € Z. Ohne Einschrankung kénnen wir m > r annehmen.

. Wir zeigen nun H,(F'K/F™*K) = 0 fiir alle p € Z, i > m und j > 0 durch
Induktion iiber j: Im Fall j = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also nun 5 > 1 und
die Behauptung fiir j — 1 bereits gezeigt. Wir betrachten folgende kurze exakte
Sequenz von Komplexen:

0— F ' K/FYK - FIK/FYK — FIK/F7NK -0
Diese liefert uns folgende lange exakte Homologiesequenz:

- — Hy(F-LK/FHK) — Hy(FIK/FHK) - Hp(FiK/FiH_IK)U

& Hy, (FHIK/FHK) ———— -

Nach Voraussetzung ist j > 1, also ist i+j —1 > m und damit folgt nach Punkt
bereits H,(F=1K/F*IK) = 0 fiir alle p € Z. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt H,(F'K/F™~1K) = 0 fiir alle p € Z, das heiit wir erhalten fiir alle p € Z
die exakte Sequenz

0— Hy(F'K/F™EK) -0,

also muss auch H,(F'K/F"K) = 0 gelten.

. Seien Zj und Bj, jeweils die Moduln der Zykel und Rénder in (F'K),. Nach
Punkt [5| gilt Hp(FiK/xj(FiK)p) =0 fiir alle j > 0 und ¢ > m, also

Z, C B, +x/(F'K),.
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2 Der Koszul-Komplex

Damit folgt ‘ ' o o

Z,c () By+x'(F'K), = Bj,

JEN

wobei Bizi, den Abschluss von Bf, beziiglich der x-adischen Topologie auf (F'K )p
bezeichnet. Wegen x C m = Rad(A) ist jeder Untermodul eines endlich erzeug-
ten A-Moduls beziiglich der x-adischen Topologie abgeschlossen (siehe [Ser00,
Chapter II, Part A, Corollary 4 nach Theorem 1]). Insbesondere ist also B; ab-
geschlossen und damit folgt Z C B}, also H,(F'K) = 0.

7. Wir betrachten nun die kurze exakte Sequenz von Komplexen
0— F'K— K- K/F'K —0.
Diese induziert die folgende lange exakte Homologiesequenz:
= Hy(F'K) — Hy(K) — Hy(K/F'K) — H,_1(F'K) —

Ist @ > m, so ist Hy(F'K) = 0 fiir alle p € Z und es folgt, dass der natiirliche
Morphismus ‘
Hy(x, M) = Hp(K) — Hy(K/F'K)

fiir alle p € Z ein Isomorphismus ist.

8. Weil M/xM von endlicher Lénge ist, sind nach Lemma alle Elemente in
Supp(M)NV (x) maximale Ideale. Wegen V' (x*) = V/(x) gilt also nach Lemma
auch £4(M/x'M) < oo und damit ist auch

(K/FIK), 2 (M/xi70))
von endlicher Lange. Fiir ¢ > m folgt nach Punkt [7] also

X(x, M) =Y (1) La(Hy(K/F'K))

PEZL

= (~DPLa((K/F'K),)

PEZL

= Z 1Py ( M/Xi_pM)(;)>

PEL

=>. (- (p) Ca((M/x"7PM))

PEZ

(2.2)

9. Wenn i grol genug ist, konnen wir Gleichung (2.2)) zu folgender Gleichung um-
schreiben:

X(x, M) =3 (1) <r> Pu(M,i = p).

PEL p
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2 Der Koszul-Komplex

Nach Lemma [I.3]ist die rechte Seite dieser Gleichung durch
A"Py(M,i—1)=A"Px(M) = ex(M,r)
gegeben.
Korollar 2.16. Es gilt dim(M) < r. Weiter gilt:

X(x,M)>0,  falls dim(M) =

,
x(x, M) =0, falls dim(M) < r

Beweis. Dies folgt direkt aus Theorem [I.18 und Theorem [2.15]
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3 Multiplizitaten

In diesem Kapitel wollen wir Serres Schnittmultiplizitat von Zykeln mit Hilfe der Tor-
Formel definieren und insbesondere auch das Hauptresultat zu dieser Formel beweisen.
Als duBlerst wichtiges Werkzeug dazu werden wir das Prinzip der Reduktion auf die
Diagonale vorstellen.

3.1 Die Multiplizitat eines Moduls

Im Folgenden wollen wir den Begriff der Multiplizitdt eines Moduls einfithren. Dazu
fithren wir zunédchst die Gruppe der Zykel eines Rings ein.

Definition 3.1 (Gruppe der Zykel eines Rings). Sei A ein noetherscher Ring. Die freie
abelsche Gruppe Z(A) = @gpec(a) Z heiBt Gruppe der Zykel von A. Ihre Elemente

werden Zykel genannt. Wir nennen einen Zykel Z positiv, falls er von der Form
Z= Y  np
peSpec(A)
mit n(p) > 0 fiir alle p € Spec(A) ist.

Definition 3.2. Sei A ein noetherscher lokaler Ring der Dimension n. Fiir alle p € N
sei Z,(A) die Untergruppe von Z(A), die von den Primidealen p € Spec(A) mit
dim(A/p) = p erzeugt wird. Wir nennen Z,(A) die Gruppe der Zykel von A der
Dimension p. Offensichtlich gilt Z(A) = @, _ Z,(A).

Ist A ein noetherscher Ring, so bezeichnen wir im Folgenden die abelsche Kategorie
der endlich erzeugten A-Moduln mit K(A) und die abelsche Kategorie der endlich
erzeugten A-Moduln von Dimension < p mit K,(A).

Lemma 3.3. Sei A ein noetherscher Ring und 0 - M — N — P — 0 eine kurze
exakte Sequenz in K(A). Sind M und P in K,(A), so auch N.

Beweis. Lokalisieren liefert sofort Supp(N) = Supp(M) U Supp(P), also

dlmA(N) = SUPypcSupp(N) dlm(A/p)
= SUPpeSupp(M)USupp(P) dlm(A/p)
= max(dim (M), dim4(P)). O
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3 Multiplizititen

Lemma 3.4. Sei A ein noetherscher lokaler Ring und sei M € K,(A). Sei weiter q
ein Ideal von A mit dim(A/q) = p. Dann gilt £4,(My) < co.

Ist 0 = My C ... C Mg = M eine aufsteigende Folge von Untermoduln von M mit
M;/M;—1 = A/v; fur alle i € {1,...,s} fir gewisse v; € Spec(A), dann sind genau
Ca,(My) dieser M;/M; 1 von der Form A/q.

Beweis. Ist q ¢ Supp(M), so gilt My = 0 und damit £4,(M,) = 0 < oco. Ist andererseits
q € Supp(M), so gilt wegen dim4(M) < p:

dim(A/q) =p= sup dim(A/p) =dima(M).
pESupp(M)

Insbesondere gibt es kein p € Supp(M) mit p C q. Nun folgt

Supp(My) = Spec(Aq/ Ann g, (My))
= Spec((A4/ Anny (M)),)
= {pAq [ p € Supp(M) Ap C q}
= {a4,},

also enthélt Supp(M,) nur das eindeutige Maximalideal von A,. Mit Lemma folgt
also £, (M) < oc.

Aus der aufsteigenden Folge von Untermoduln von M erhalten wir durch Lokalisieren
an q:
0= Mpg C...C Mgy = M,.

Dabei gilt
Miq/Mi—1q = (M;/M;i—1), = (A7)

also ist M;jq/M;—1, genau dann 0, wenn (A \ q) Nt; # 0, also wenn v; ¢ q. Wir wollen
nun t; € Supp(M) zeigen. Dazu betrachten wir die kurzen exakten Sequenzen

0— Mjflti — thi — (Mj/Mjfl)ti — 0.
Diese zeigen, dass M; = 0 genau dann gilt, wenn M;_;, = 0 und (Mj/Mj,l)ti =0.
Wir wissen aber

(Mi/Mi—1),, = (A/vi), = Quot(A/vi) # 0,

also folgt fiir alle j > ¢ induktiv M;.. # 0 und insbesondere M;, # 0 und demnach
t; € Supp(M). Ist Miq/Mi,lq = 0, so haben wir weiter oben bereits gesehen, dass t; C q
gilt. Aber wegen t; € Supp(M) und weil q das einzige Primideal in Supp(M) ist, das in g
enthalten ist, folgt bereits v; = . Folglich gilt fiir alle ¢ € {1,..., s} mit Miq/Mi—lq #0
bereits M;q/M;_1 ¢ = Quot(A/q) und insbesondere sind sie einfache Ag-Moduln. Durch
Weglassen von gleichen Untermoduln erhalten wir also eine Kompositionsreihe von M,
tiber Aq, deren Lange gerade die Anzahl k der Indizes i € {1,...,s} mit M;/M;_, = A/q
ist. Demnach gilt auch £4,(M,) = k. O
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3 Multiplizititen

Definition 3.5. Sei A ein noetherscher lokaler Ring. Dann definieren wir folgende
Funktion:

zp: Kp(A) = Zp(A)

M > la,(Mg)g
q€Spec(A)
dim(A/q)=p
Diese Funktion ist wohldefiniert, denn es gibt nur endlich viele Primideale q € Spec(A)
mit dim(A/q) = p und {4, (M) # 0. Wir nennen z,(M) den zu M gehérigen Zykel
der Dimension p.

Bemerkung.

(a) Sei A ein noetherscher lokaler Ring. Da die Lange von A-Moduln additiv auf
kurzen exakten Sequenzen ist, ist es auch die Funktion z,. Ist M € K,_1(A) und
q € Spec(A) mit dim(A/q) = p, so gilt q ¢ Supp(M), da dim(M) < p. Also folgt
zp(M) = 0, das heifit die Funktion z, ist null auf ganz K, ;(A).

(b) Ist A ein noetherscher lokaler Integritdtsring der Dimension n, so ist ¢ = (0)

das einzige Primideal von A mit dim(A/q) = n. Folglich gilt Z,(A) = Z. Ist
M € K,(A), so gilt

Zn(M) = EA(O) (M(O)) = dimQuot(A) (M @A QUOt(A)) = I“k(M)

Definition 3.6 (Multiplizitidt eines Moduls). Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit
maximalem Ideal m. Sei a C m ein Ideal von A mit £4(A/a) < co. Ist M # 0 ein endlich
erzeugter A-Modul, dann gilt insbesondere £4(M/aM) < oo und mit Theorem [1.18]folgt
deg(Py(M)) = dim(M). Wir nennen dann eq(M) = eq(M,dim(M)) die Multiplizitat
von M beziiglich a.

Allgemeiner betrachten wir eq(M, p) fiir dim(M) < p. Dies liefert uns eine Funktion

ea(—,p): Kp(A) = N
M — eq(M,p),
die nach Korollar additiv auf kurzen exakten Sequenzen ist. Per Definition ist sie

null auf K,_;(A). Ist a = m, so nennen wir eq(M) = en (M) die Multiplizitdt von M.
Insbesondere heifit e, (A) die Multiplizitét des lokalen Rings A.

Lemma 3.7. Ist A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m und a C m ein
Ideal von A mit £4(A/a) < oo und M € K,(A), so gilt folgende Additivitédts-Formel:

ca(M,p) = D La,(Mg)ea(A/q,p).
qeSpec(A)
dim(A/q)=p
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3 Multiplizititen

Beweis. Es gibt einen aufsteigende Folge 0 = My C ... C My = M von Untermoduln
von M mit M;/M;_1 = A/v; fir alle i € {1,...,s}, fir gewisse t; € Spec(A) (siche
[Ser00, Chapter I, Corollary 2 nach Proposition 5]). Wir wollen nun durch Induktion
iiber s zeigen, dass

ea(Ms,p) =Y ea(M;/M;_1,p)
i=1

gilt. Wegen M; = M; /My haben wir im Fall s = 1 die Gleichung

1

ea(My,p) = ea(M1/Mo,p) = ea(M;/M;i_1,p).
i=1

Sei nun also s > 1 und die Behauptung bereits fiir s — 1 gezeigt. Wir betrachten die
kurze exakte Sequenz

0— Mgy — Mg — Msg/Ms_1 — 0.
Mit Korollar und der Induktionsvoraussetzung folgt dann

eu(Msap) = €aq

—~

Ms—lap) + ea(Ms/Ms—hp)

®
|
—

ea(Mi/Mi—lap) + eu(Ms/Ms—lyp)

s
Il
—

I
AM%

N
Il
—

ea(M;/M;_1,p).

Wie bereits im Beweis von Lemma gesehen, gilt v; € Supp(M) und damit folgt
dim(A4/v;) < p. Ist dim(A/v;) < p, so ist eq(M;/M;—1,p) = 0, also folgt mit Lemma [3.4]

ea(M,p) = > La,(My)ea(A/a,p). O
qeSpec(A)
dim(A/q)=p

Bemerkung. Sei A ein noetherscher lokaler Ring der Dimension n mit maximalem
Ideal m und x = (z1,...,2,) C m mit £4(A/xA) < co. Ist M ein endlich erzeugter
A-Modul, dann gilt ¢4 (M /xM) < oo und nach Theorem gilt

ex(M,n) = x(x, M) =Y (=1)'hi(x, M),
=0

wobei h;(x, M) die Lange der i-ten Homologiegruppe des Koszul-Komplexes K (x, M)
ist.

3.2 Reduktion auf die Diagonale

Im Folgenden wollen wir das Verfahren der Reduktion auf die Diagonale einfiihren.
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3 Multiplizititen

Sind V' und W irreduzible Untervarietaten von A}, dann ist die algebraische Menge
VNnW =V({I(V)+ I(W)) im Allgemeinen nicht irreduzibel. Deswegen interessieren
wir uns im Folgenden fiir eine irreduzible Komponente davon.

Proposition 3.8. Sei k ein Korper. Sind V' und W irreduzible Untervarietdten von
A} und ist T' eine irreduzible Komponente von V- NW , dann gilt

codim(7T) < codim(V') + codim(W).

Oder in algebraischer Sprache ausgedriickt: Sind p',p"” € Spec(k[X1, ..., X,]) und ist p
ein minimales Element in V(p' +p"), dann gilt

ht(p) < ht(p’) + ht(p").

Um dies zu beweisen benotigen wir mehrere Lemmata:

Lemma 3.9. Sei A ein Ring und p ein minimales Primideal von A. Dann sind alle
Elemente von p Nullteiler in A.

Beweis. Ist A =0, so ist die Aussage trivial. Sei also im Folgenden A # 0. Ist B C A, so
bezeichnen wir das Komplement von B in A mit B. Sei Z(A) die Menge der Nullteiler
von A und sei S die multiplikative Menge p - Z(A). Es gilt 0 ¢ S, denn sonst wire
0=abmita € pund b € Z(A). Dann gilt aber b € Z(A) im Widerspruch zu b € Z(A).
Demnach gilt Ag # 0 und es gibt ein Primideal ¢’ von Ag. Dieses entspricht einem
Primideal q von A mit qN.S = 0, also q C S. Wegen A # 0 gilt 1 ¢ Z(A) und da p
prim ist, gilt 1 ¢ p. Es folgt S D pU Z(A) und damit S C pN Z(A). Insgesamt erhalten
wir also

gC S cpnZ(A).
Da p aber ein minimales Primideal ist, gilt bereits
p=qC Z(A). O

Lemma 3.10. Sei k ein Korper und seien A" und A" integre endlich erzeugte k-
Algebren. Fiir jedes minimale Primideal p von A’ @ A" gilt dann

dim((A’ @y, A”)/p) = dim(A’ @), A”) = dim(A’) + dim(A").

Beweis. Nach dem noetherschen Normalisierungssatz gibt es B’ = k[X7,..., X,,] und
B" = k[Y1,...,Y,,] mit der Eigenschaft, dass A’ ganz tiber B’ und A” ganz iiber B” ist.
Nach dem Going Up Theorem gilt dann dim(A’) = dim(B’) und dim(A”) = dim(B").
Weiter gilt

B'®, B" = k[X1,...,Xn] ®@c kY1, ..., Y] 2 k[X1, ..., X, Y1, ..., Vil
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und
dim(B’' @ B") = n +m = dim(B’) + dim(B").

Ist a € A, so gibt es eine Ganzheitsgleichung
a"+op_1a” M+ aga+ag =0
mit o; € B'. Ist nun b € A”, dann gilt

(a@b) + (1 ®@b)(a@b) '+ (a1 @V ) (a®b) +ag@b"
=(a" +a,_1a" V- Faat ) @D =0.

Also ist a®b ganz iiber B’®;, A”. Da alle Elemente aus A’®j;, A” Summen von Elementen
der Form a®b sind, ist folglich A’® A” ganz iiber B'®; A”. Das gleiche Argument zeigt
nun, dass B’ ®; A” ganz iiber B’ ®; B” ist und wegen der Transitivitat der Ganzheit
folgt, dass A’ @ A” ganz iiber B’ @ B” ist.

Seien nun K', K", L', L" jeweils die Quotientenkorper von A’, A”, B’, B”. Dann haben
wir folgendes kommutative Diagramm von Injektionen:

0 —— L'ep L' —— K' @, K"

I I

0 —— B'@pB" —— A @, A”

| |

0 0

K’ ist als L’-Vektorraum frei und K” ist als L”-Vektorraum frei. Da Tensorprodukte
und direkte Summen vertauschen, ist also K’ ®; K" frei iiber L' ®j, L”. Insbesondere
ist K’ ®;, K" ein torsionsfreier B’ ®;, B”-Modul.

Betrachte nun = € pN B’ ®; B”. Da p ein minimales Primideal ist, ist 2 nach Lemma/[3.9]
ein Nullteiler in A’ ®), A”. Demnach gibt es ein 0 # y € A’ ®, A” mit xy = 0. Ware
x # 0, so ware also y € K' ®; K" ein (B’ ®; B")-Torsionselement, aber K’ ®; K"
ist torsionsfrei. Folglich gilt p N B’ ®; B” = 0 und damit ist (A’ @ A”)/p ganz iiber
(B'® B")/(pN B'® B") = B'® B". Das Going Up Theorem liefert uns nun

dim((A’ @, A")/p) = dim(B’ @y B")
= dim(B’) + dim(B")
= dim(A’) + dim(A"). O

Lemma 3.11. Sei k ein Kéorper und A eine k-Algebra. Sei auflerdem C = A®y A und
sei ¢p: C' — A der durch ¢(a ® b) = ab definierte Homomorphismus. Dann gilt:
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(a) Der Kern d von ¢ ist das Ideal von C, das von den Elementen der Form
1®a—a®1, ac€ A
erzeugt wird.
(b) Sind p" und p” zwei Ideale von A, dann ist das Bild des Ideals p' @ A+ A Qy p”
unter ¢ gleich p' + p”.
Beweis.

(a) Es ist klar, dass 1 ® a —a ® 1 fir alle a € A in 0 enthalten ist. Sei umgekehrt
Yoieia; ®b; €0, also Y1t a;b; = 0. Dann gilt:

n n

N (1®a-a;)(10b)=> (;®1-10a)(1®b)
=1 =1

Il
M=

N
I
—

(a; 1) (1®b;) — (1®a;)(1®b;)

a; @by — 1@ ab;

Il
AM:

@
Il
—

a; b;.

I
AM§

N
Il
—

Alsoist i | a;®b; im von den Elementen 1®a; —a;®1 erzeugten Ideal enthalten.
(b) Sind @' € p’ und o’ € p”, so gilt
dd@1+10d")=¢(d®@1)+9(1®d")=d +d".

Es folgt also
¢(p/ ®k; A+A®k p//) D) p/ _'_p//.

Sind umgekehrt o’ = Y77 a; ® 0 € p' @ Aund " = Y70 b @ af € A®yp”, so
gilt

n m n m
pla' +a")=¢ (Z a; @b+ Y bl ® aQ’) = ajbj+ > bajep +p"
i=1 i=1 i=1 i=1
ep/ ep//
Es folgt also auch

S0 @k A+ Ak p") Cp' 4" O

Beweis von Proposition[3.8 Sei A = k[X1,...,X,], C = A®y A, D = A/p' @ A/p”
und v = p’ @ A+ ARy p”. Sei auBerdem ¢ wie in Lemma und 9 der Kern von ¢.
Wir haben folgende kurze exakte Sequenz:

0—=>t—C—=D—=0
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Das Primideal 8 = ¢~1(p) ist ein minimales Primideal in V(9 + t), denn (0) C p und
angenommen ‘P’ ist ein Primideal in V(9 + t), das in B enthalten ist, so gilt

p=0¢(B)Do(P)Dp' +p".

Da ¢(P’') wegen der Surjektivitit von ¢ ein Primideal ist, und weil p ein minimales
Primideal in V(p’ + p”) ist, folgt

P =97 (S(P) +ker(9) = ¢ (p) + ker(¢) = P.

Sei ?’ das Bild von 9 in D, dann entsprechen die Elemente aus V (?') wegen der obigen
kurzen exakten Sequenz genau den Elementen in V(0 + t). Das Bild Q von B in D ist
also ein minimales Primideal in V' (?). Nach Lemma wird @ von den n Elementen
1® X; — X; ®1 erzeugt. Die minimale Anzahl von Erzeugern von 9’ ist also < n und, da
Q ein minimales Primideal tiber d' ist, folgt ht(Q) < n. Sei Q¢ ein minimales Primideal
von D, das in 9 enthalten ist, dann gilt ht(Q/Qg) < n. Nach Lemma gilt

dim(D/Qp) = dim(A/p’) + dim(A/p").

Da D eine endlich erzeugte k-Algebra ist, ist auch D/ eine endlich erzeugte k-
Algebra, und da Qg prim ist, ist D/Qg sogar integer. Fiir Primideale q von D/Qy gilt
also

ht(q) + dim((D/0)/q) = dim(D/)

(siehe [Ser00, Chapter III, Part D, Proposition 15]). Insbesondere gilt
ht(Q/9Q0) = dim(D/Qo) — dim((D/Qo)/(2/Q0)) = dim(D/Qo) — dim(D/9Q).
Nach Konstruktion gilt A/p = D/ und wir erhalten insgesamt
n > ht(9Q/Qo) = dim(A/p’) + dim(A/p") — dim(A/p),

also
n —dim(A/p) < n —dim(A/p") +n — dim(A/p").

Da A eine integre endlich erzeugte k-Algebra ist, folgt

ht(p) < ht(p’) + ht(p"). O

Der obige Beweis basiert auf dem FErsetzen des Tripels (A;p’,p”) durch das Tripel
(A ®p A;0,t). Dieses Verfahren wird Reduktion auf die Diagonale genannt. Es ist
das algebraische Analogon zur Mengentheoretischen Formel VN = (V x W) N A.

Ist ndmlich k ein algebraisch abgeschlossener Koérper und sind U und V' algebraische
Mengen in A} und ist A die Diagonale in A} Xgpec(r) AL = Az", dann gilt nach Definition
A = A} und dieser Isomorphismus identifiziert (U Xgpecry V) N A mit UN V.

31



3 Multiplizititen

Wir wollen diese Aussage in algebraische Sprache iibersetzen, also betrachten wir A =
E[X1,...,Xn), U=V(p), V=V(q) und A = Spec((A ® A)/0), wobei d der Kern des

surjektiven Homomorphismus

Pp: AR A— A
a®b— ab

ist. Sei auflerdem 9’ das Bild von 0 in A/p ®x A/q. Dann sind

A/p®aAfa=A/(p+a)
und
(A/p @k A/q) @(agya) (A A)/0 = (Afp @y A/q)/0
jeweils die Koordinatenringe von U NV und (U Xgpec(r) V) N A und es gilt
(A A)Jo= A (3.1)

und

Alp@a Alg = (Alp @ A/q) ®ag,a) A = (A/p @1 A/q) Oag,a) (Ar A)/0. (3.2)

Diese Formel verallgemeinert sich auf folgende Weise: Sei k ein Korper, A eine k-
Algebra, B = A®; Aund 0 das von a ® 1 — 1 ® a, a € A erzeugte Ideal in B und
seien M und N zwei A-Moduln. Dann ist B/0 eine zu A isomorphe k-Algebra und
A erhilt dadurch eine B-Modulstruktur. Die Assoziativitdtsformel des Tor-Funktors
(siche [CEb56, Chapter IX, Theorem 2.8]) liefert uns die natiirlichen Isomorphismen

TorZ (M @, N, A) = Tor’ (M, N). (3.3)

Ist also
o= L1 —-Lo—A—0

eine B-projektive Auflésung von A, dann erhalten wir natiirliche Isomorphismen
Tor (M, N) = H, (M &, N) ©p L_).

Im Fall A =k[X;,...,X,]istddasvon X; ®1 —-1® X;, i € {1,...,n} erzeugte Ideal.
Offensichtlich ist X = (X; ® 1 —1® Xi)ie{l,...,n} eine B-reguldre Folge und es gilt

HB(X,B)=B/o= A.

Nach Proposition ist KB (X, B) also eine B-freie und damit B-projektive Auflosung
von A. Es folgt

Tor (M, N) = H,(M @ N) ®p K¥(X,B)) = H} (X, M ® N). (3.4)

Wir wollen Gleichung (3.4]) im Folgenden auf vervollstandigte Tensorprodukte verallge-
meinern.
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3.3 Vervollstindigte Tensorprodukte

Definition 3.12 (Vervollstandigtes Tensorprodukt). Sei k& ein noetherscher Ring und
seien A und B noethersche k-Algebren. Sei m (beziehungsweise n) ein Ideal von A
(beziehungsweise B) mit der Eigenschaft, dass A/m (beziehungsweise B/n) ein k-Modul
von endlicher Lénge ist. Sei M (beziehungsweise V) ein endlich erzeugter A-Modul
(beziehungsweise B-Modul) mit einer m-stabilen Filtrierung (M),) (beziehungsweise mit
einer n-stabilen Filtrierung (N;)). Wegen V(m) = V(mP?) und V(n) = V(n?) folgt
mit Lemma dass auch A/m? und B/n? von endlicher Lange iiber k sind. Wegen
m? C Anng(M/mPM) und n? C Anng(N/niN) ist M/mPM ein endlich erzeugter
(A/mP)-Modul und N/nYN ein endlich erzeugter (B/n?)-Modul. Demnach sind sie von
endlicher Lange iiber k und wegen M, D m”M und N, D n?N sind auch M /M, und
N/Ny von endlicher Lange iiber k.

Fiir alle 4 € N bilden die Moduln Tor¥(M/M,, N/N,) ein projektives System und wir
definieren die vervollstéandigten Tor-Funktoren durch

Tor, (M, N) = lim Tork (M/M,, N/N,). (3.5)
(p9)

Im Fall 4 = 0 erhalten wir das vervollstidndigte Tensorprodukt

M &, N = lim (M/M, @ N/N,). (3.6)
(p,q)

Wir geben nun einige Eigenschaften der soeben definierten k-Moduln an:

Proposition 3.13. Sei k ein noetherscher Ring und seien A und B noethersche k-
Algebren. Sei m (beziehungsweise n) ein Ideal von A (beziehungsweise B) mit der
Figenschaft, dass A/m (beziehungsweise B/n) ein k-Modul von endlicher Linge ist.
Sei M (beziehungsweise N ) ein endlich erzeugter A-Modul (beziehungsweise B-Modul)
mit einer m-stabilen Filtrierung (M)) (beziehungsweise mit einer n-stabilen Filtrierung

(Ng))-

(a) Es gilt
Tor, (M, N) 2 lim Tort (M/M,, N/N,) (3.7)
p
und

=k .1
Tor; (M> N) = %n%nTorf(M/Mp,N/Nq)
= Jim lim Tor’ (M /M, N/N,).

q p

(b) Die Moduln 'f(i‘f(]\/[, N) sind nicht von den gewdhlten stabilen Filtrierungen von
M und N abhdngig.
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Es gibt kanonische Morphismen

M @y, N — lim(M/M,) @5, im(N/Ng) = M @5 N
p q

und

M @, N — M & N.
Weiter ist M @i N kanonisch isomorph zur (m ®; B + A ®p n)-adischen Vervoll-
standigung von M ®j, N.

Der Ring A @y, B ist vollstindig beziiglich der v-adischen Topologie, wobei
t=m®; B+ A&n.

Allgemeiner ist 'fc;";;(M, N) wollstandig beziiglich der der tv-adischen Topologie.
Es gilt
(A®k B)/t = (A/m) ® (B/n)

und
(M & N)/t(M & N) =2 (M/mM) @, (N/aN).

Weiter ist ARy, B noethersch und M®yN ist ein endlich erzeugter (AR B)-Modul.
Auferdem korrespondieren die Mazimalideale in A ®j, B mit den Mazimalidealen
in A/m® B/n.

Ist 0 > M' — M — M"” — 0 eine kurze exakte Sequenz von endlich erzeugten
A-Moduln, dann erhalten wir durch die exakten Sequenzen

-+ — Tork (M /mP M, N/niN)
— Tor® (M" /mP M", N/nN)
— Tork_(M'/M' " wP M, N/nIN) — -

eine exakte Sequenz

K i i
-++ — Tor,, (M, N) — Tor, (M",N) — Tor,,_(M',N) — --- .

Sei nun k ein requldrer Ring der Dimension n und wir nehmen an, dass M als
k-Modul betrachtet eine M-Folge {aq,...,a,} besitzt, das heifst eine M -requldre
Folge von Elementen aus Rad(k). Dann gilt fir alle i >n —r:

Tory, (M, N) = 0.

Bewess.

(a)

Gleichung (3.7)) gilt, da die Diagonale in N x N eine kofinale Teilmenge ist und
die zweite Gleichung ist ebenfalls offensichtlich.
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(b) Sei (M),) eine weitere m-stabile Filtrierung auf M. Da (M) und (M,) die gleiche
Topologie auf M definieren, namlich die m-adische (siehe [Bou06|, Chapitre III,
§3, Proposition 4]), gibt es zu jedem p € N ein p’ € N mit M, C M,. Sei

G Jim Torf (M/My, N/Ng) — Torf(M/Mp, N/Ny)
(p,a)

der kanonische Morphismus. Ist nun [ € N, so gibt es ein m € N mit M,, C M/
und wir erhalten einen Morphismus

M/M,, — M/M]
und damit fiir alle n € N einen Morphismus
Qmin: Tor®(M/M,,, N/N,) — Tor¥(M/M], N/N,).
Sind m,m’ € N mit M,, C M/, M,,, C M/ und M,, C M,,, so ist das Diagramm

M /M,y —» M/M]

| H

M/M,, — M /Ml’
offensichtlich kommutativ und damit kommutiert auch

Tork (M/ My, N/N,) “225% Tork (M /M], N/N,,)

! |

Tor} (M /M, N/Ny) 5—— Torj(M/M], N/Ny).
Wir definieren nun

Yin s Yim Torf (M /My, N/Ny) — Torf (M/Mj, N/N,)
(p,9)

durch ¢y, = @min © dmn, wobei m € N mit M,, C M. Diese Definition ist
unabhéngig von der Wahl von m, wie das folgende kommutative Diagramm zeigt:

Lim Tor (M /My, N/Nq) fmm Tork (M /My, N/N,y) 225 Tork (M/M], N/N,)
(p,9) l H
m
Tor} (M /My, N/Ny) 5 Torf(M/M/,N/N,)

Ist nun ' > I, also M] C Mj,, dann gibt es ein m € N mit M,, C M/ und damit
ist das Diagramm
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M/M,,

N

M/Mj, M/M]

kommutativ und damit auch das folgende Diagramm:

I'&n Torf(M/Mp, N/Ng)
(p.a)

o |
Tork (M /M,,, N/N,,)

Xm il n w}

Tork (M/M],, N/N,,) Tork(M/M], N/N,,)

Nach der Definition von ayy, ; , ist es offensichtlich, dass 9, auch mit Variationen
in n kompatibel ist. Sei

s Ym Torf (M /My, N/Ny) — Torg (M/My,, N/N)
(p.a)
der kanonische Morphismus. Dann erhalten wir einen eindeutigen Morphismus
®: lim Tor; (M /My, N/Nqg) — lim Tor (M/M,, N/N,)
(p.a) (p.9)

mit ¥y, = @1, 0 . Vertauschen wir nun die Rollen der Filtrierungen (M,) und
(M,), so erhalten wir einen eindeutigen Morphismus

®~': lim Tor (M/M,, N/Ng) — lim Tor} (M /My, N/Ny)
(p,9) (p,9)

und das iibliche Argument zu universellen Eigenschaften liefert uns, dass diese
beiden Morphismen tatsédchlich zueinander inverse Isomorphismen sind.

(c) Die Morphismen M — M/M, und N — N/N, liefern wegen der universellen
Eigenschaft des projektiven Limes die beiden Morphismen M — @(M /M) und
P

N — m(N /Ngy) und wir erhalten einen Morphismus
q

M @y, N — lim(M/M,) @, im(N/Ng) = M @ N
p q

wie gewiinscht.

Die Morphismen M = lim(M/M,) — M/M, und N = lim(N/Ny) — N/N,
P q

liefern uns Morphismen

M @ N — M/M, @ N/N,
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und die universelle Eigenschaft des projektiven Limes liefert uns wie gewiinscht
den Morphismus
M @, N — M & N.

Nach Punkt Kénnen wir zur Berechnung von M &, N die m-adische Filtrierung
auf M und die n-adische Filtrierung auf N verwenden. Folglich gilt:

M @ N = Hm (M /mPM @y N/niN)
p.q

@(M/m”M ®p N/nPN)
p

12

I

@((M ®k N)/(mPM @) N + M @i nPN))
p

12

Wm((M @ N)/(m” @) B+ A®pn’)(M @ N)).

Nun gilt offensichtlich

(m®kB+A®kn)p: Z m5®kut3mp®kB+A®knp.
s+t=p

Sind andererseits s,t € N mit s 4+t = 2p, so gilt s > p oder t > p und damit folgt
m® @, nt C mP ®; B+ A®p,nP, also gilt

mP QB+ AQpnP D Z m® @ nl = (m®kB+A®kn)2p.
s+t=2p

Demnach sind die (m ®j B + A ®j n)-adische Filtrierung auf M ®j N und die Fil-
trierung ((m? @y B + A ®, nP)(M @ N)),, kofinal und mit Gleichung (3.8) folgt

M @ N = Wm(M @5 N)/((m @y B+ A @ n)P (M @ N)).

Da das vervollstiandigte Tensorprodukt mit Summen kompatibel ist, ist t nach
Punkt die (m®y B + A®j n)-adische Vervollstdndigung von m @y B+ A @ m,
also ist A ®, B vollstiandig beziiglich der t-adischen Topologie. Analog sieht man

——k
auch, dass Tor, (M, N) vollstandig beztiglich der t-adischen Topologie ist. Es gilt
also auch

(A®k B)/t = (A®y, B)/(m @ B+ A@pn) = (A/m) @y (B/n)

und
(M @ N)/t(M & N) =2 (M/mM) @, (N/aN).

Weiter gilt gr(t) = gr(m®;, B+ A®;n) und gr(M ®; N) = gr(M ®;, N). Da A und
B noethersch sind, sind m und n endlich erzeugt, also ist auch v /t"*! endlich
erzeugt und damit ist gr(t) ein endlich erzeugter gr(A®y B)-Modul. Folglich sind t
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und M ®, N bereits endlich erzeugt (siehe [Ser00, Chapter II, Part A, Corollary 2
nach Proposition 6]).

Da (A/m) ®; (B/n) als Tensorprodukt noetherscher Moduln noethersch ist, ist
A ®}, B ebenfalls noethersch (siehe [Ser00, Chapter II, Part A, Corollary 3 nach
Proposition 6]).

Sei = € t, dann konvergiert 1424224 - - in v und es gilt 1424224 - = ﬁ, das
heifit fiir alle x € vist 1 —2 € (A @ B)X. Da ¢ ein Ideal ist, gilt also insbesondere
auch 1+ ax € (AQ®y B)™ fiir alle a € A ®;, B und es folgt v € Rad(A & B).

Demnach korrespondieren die Maximalideale in A ®;, B mit den Maximalidealen
in A / m Qg B / n.

Die Moduln M/mPM, M" /mPM" M’ /M'NmPM und N/n?N sind von endlicher
Lénge, wie wir in Definition bereits gesehen haben. Da sie endlich erzeugt
sind, sind sie insbesondere auch artinsch und es folgt, dass auch die folgenden
Moduln fiir alle n € N artinsch sind:

Tork (M/mPM, N/niN),
Tork (M” /mP M", N/nIN),
Tork (M’ /M’ N wmP M, N/niN)

Also erfiillen sie die Mittag-Leffler-Bedingung (siehe |[GD67, Chapter 0, 13.1.2])
und es folgt, dass die Sequenz wie gewiinscht exakt ist (siehe [GD67, Chapter 0,
Proposition 13.2.2]).

Wegen
Tor; (M, N) = lim Tor, (M, N/q"N)
n

geniigt es die Behauptung im Fall £;x(N) < oo zu zeigen. Ist ¢ > n, so gilt fiir alle

—k
p,q € N, dass Tor¥(M/M,, N/N,) = 0, also auch Tor; (M, N) = 0. Dann liefert
uns die kurze exakte Sequenz

0— M- M — M/atM — 0 (3.9)
wegen Punkt @ die exakte Sequenz
0 — Tor. (M, N) ““ Tor. (M, N).
Wegen /;(N) < oo wird die Kette
N>ayN>aiND>---
stationdr, das heiffit es gibt ein ng € N mit der Eigenschaft, dass fiir alle n > ng

gilt:
aifN = af ™' N.
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Da N iiber A endlich erzeugt ist, liefert das Nakayama-Lemma bereits a]°N = 0
—k
und damit auch a}® € Anng(Tor, (M, N)). Sei ng minimal mit dieser Eigenschaft.
—k
Angenommen Tor,, (M, N) # 0, dann gilt ng > 1 und es gibt ein

——k L
0# z € a}* ' Tor, (M, N) c Tor, (M, N)

mit a1z = 0 im Widerspruch zur Injektivitdt der Abbildung -a;. Folglich gilt
——k

Tor, (M, N) = 0 und dies zeigt die Behauptung im Fall r = 1.

Im Fall » > 1 ist {ag,...,a,} eine (M/a;)-Folge der Lénge r — 1 und mit der

K
Induktionsvoraussetzung angewendet auf M /a; folgt Tor; (M /ai, N) = 0 fiir alle
i >mn— (r—1). Wir erhalten also aus Gleichung (3.9) die exakte Sequenz

——k . —k
0 — Tor,,_,. (M, N) -*% Tor,_,.(M, N)

und mit dem gleichen Argument wie oben folgt ']/T&i,r(M ,N)=0. O]

Bemerkung. Trégt N in Proposition Punkt[(f)|eine natiirliche A-Modul-Struktur,
so kann die M-Folge {ai,...,a,} auch aus Elementen aus Rad(A) gewahlt werden. Der
Beweis bleibt in diesem Fall identisch.

K
Hat A eine A-Folge der Lange n, dann gilt Tor; (M’, N) = 0 fiir alle freien A-Moduln M’

Tk
und alle ¢ > 0. In diesem Fall ist der Funktor M — Tor; (M, N) der i-te linksabgeleitete

~ —k
Funktor des Funktors M — M ®j N. Insbesondere ist Tor; (M, N) ein endlich erzeugter
(A ®;, B)-Modul.

Wir wollen nun den fiir uns wichtigsten Fall untersuchen, ndmlich dass k ein Korper ist,
—k

A= B=E[X,...,Xp]Jund m=Zn = (Xq,...,X,). In diesem Fall ist Tor,; (A4, B) =0

fir 4 > 0, denn B trigt eine natiirliche A-Modul-Struktur und A hat die A-Folge

{X1,...,X,}. Wie wir bereits gesehen haben, ist A®}, B die t-adische Vervollstindigung

von A ®j B, wobei

vt=(X1,...,Xn) @ B+ A (Y1,...,Y,).

Sei nun C = k[[X1,...,Xpn, Y1,...,Y,]] der formale Potenzreihenring in 2n Variablen.
Dann haben wir eine Einbettung

gb: A Rk B—C

f®gmfg
(siehe [Bar11, Proposition 3.1]) und das Bild von t unter dieser Einbettung ist offensicht-
lich (X1,...,Xn, Y1,...,Y,). Zusétzlich gilt k[X1,...,X,,] C A und k[Y7,...,Y,] C B
und da Polynomringe und formale Potenzreihenringe flach sind, haben wir eine Injek-

tion
k[ X1,...,Xn] @k k[Y1,...,Yn] =& A®r B — C,
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die offenbar dem Morphismus

k[Xl,...,Xn] ®kk[}/1,...,yn] - C
f®grm fg

entspricht. Das Bild dieses Morphismus ist bekannterweise k[ X1, ..., X,, Y1, ..., Y], es
gilt also k[X1,...,Xn, Y1,...,Ys] C ¢(A ®k B). Nun ist aber C' die Vervollstdndigung
von k[X1,...,Xp, Y1,...,Y,] beziiglich (X,...,X,,Y1,...,Y,), also folgt bereits

A®, B=C.

Proposition 3.14. FEs sei k ein Korper und A = B = k[[Xq, ..., X,]]. Sei auflerdem
m=n(Xy,...,X,) und C der formale Potenzreihenring k[[X1,..., Xn, Y1,...,Y,]]
in 2n Variablen. Sei M (beziehungsweise N ) ein endlich erzeugter A-Modul (bezie-
hungsweise B-Modul) mit einer m-stabilen Filtrierung (M,) (beziehungsweise mit einer
n-stabilen Filtrierung (Ny)). Dann gilt

Tor{ (M, N) = Tor{ (M & N, A). (3.10)

Beweis. Es sei nun q (beziehungsweise q') ein Ideal von A (beziehungsweise B) mit
l4(A/q) < oo (bezichungsweise ¢5(B/q") < 0o). Weiter sei s das von q und q’ erzeugte
Ideal in C und wir statten M, N und M ®; N jeweils mit der g-adischen, q’-adischen
und s-adischen Topologie aus. Wir betrachten nun die zugehorigen graduierten Moduln
gr(M), gr(N) und gr(M &y, N). Der natiirliche Morphismus M ®;, N — M®;N induziert
einen Morphismus

gr(M) @ gr(N) — gr(M & N).

Die s-adische Filtrierung und die (m ®; B + A ®; m)-adische Filtrierung sind offenbar
kofinal und es folgt
gr(M B¢ N) = gr(M @ N).

Da Tensorprodukte und direkte Summen vertauschen, zeigt dies, dass der obige Mor-
phismus ein Isomorphismus ist. Also gilt

dim(M ®j, N) = dim(M) + dim(N)

und
es(M @y N, dim(M) + dim(N)) = eq(M, dim(M)) - eq (N, dim(N)).
Sind
= K- Kog—-M—=0
und

o= Ly —+Lop—N—=0

jeweils eine A-freie und eine B-freie Auflésung von M und N, dann ist

(051

ptq=n
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eine C-freie Auflossung von M ®x N. Sei 0 = (X1 — Y1,..., X, — Y,,) C C, dann gilt
offenbar A = C'/d. Folglich gilt

Kp @4 Lg = (K Bk Ly) ®@c A
und wir erhalten die Formel fiir der Reduktion auf die Diagonale:

Tor (M, N) = Tor’ (M &), N, A). O

3.4 Regulare Ringe gleicher Charakteristik

Sei nun k ein Korper, A = k[[X1,...,X,)]], C = A®x A = k[[X1,..., X, Y1,...,Y,]]
und 0 = (X1 —Y1,..., X, —Y,) C C. Seien M und N zwei endlich erzeugte A-Moduln.
Da die Elemente X; — Y offensichtlich eine C-regulére Folge bilden, erhalten wir mit

Gleichung (3.10)) und Korollar

Tor (M, N) = Tor{ (C/o, M &, N) = H (X1 — Y1,...,Xn — Yy), M @, N).

Ist M ® 4 N von endlicher Lange, so ist es auch Tor;A(M , N). Auflerdem ist auch
(M &g N)/o(M @, N) = M @, N ®c C/o= M @a N

von endlicher Lange. Nach Theorem ist dann die Euler-Poincaré-Charakteristik

VMLN) =3 (~1)04(Tor (M, V)
=0

)

gleich der Multiplizitit ey(M @ N,n) des C-Moduls M &;, N beziiglich des Ideals 0.
Folglich gilt:

(a) X(M,N) >0,
(b) dim(M) + dim(N) = dim(M &, N) < n.
(¢) x(M,N) =0, genau dann, wenn dim(M) + dim(N) < n.
Dies wollen wir nun auf requldre Ringe gleicher Charakteristik verallgemeinern.

Definition 3.15 (Reguldrer Ring gleicher Charakteristik). Ist A ein Integritétsring,
so nennen wir A von gleicher Charakteristik, wenn fiir alle p € Spec(A) die Ringe
A und A/p die gleiche Charakteristik haben.

Ist A ein reguldrer Ring und p € Spec(A), so ist A, ein reguldrer lokaler Ring und
damit ein Integritatsring (siche [Kap74, Theorem 164]). Wir nennen A von gleicher
Charakteristik, falls fiir alle p € Spec(A) der Ring A, von gleicher Charakteristik ist.
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Theorem 3.16. Sei A ein requldrer Ring gleicher Charakteristik, seien M und N zwei
endlich erzeugte A-Moduln mit der Eigenschaft, dass M @ 4 N von endlicher Linge ist
und sei q ein minimales Primideal in Supp(M ®4 N), dann gilt:

(a) xq(M, N) i= S5 ()i, (Tord (M, N),) > 0.
(b) dim(Mg) + dim(DV ) < ht(q).
(¢) dim(My) 4+ dim(Ng) < ht(q) genau dann, wenn xq(M,N) = 0.

Beweis. Da Aq reguldr ist, gilt dim(A4,) = globdim(A,) und damit folgt
Tor, " (Mj, Ng) = 0

fir alle ¢ > dim(Ay). Durch Vervollsténdigung erhalten wir
Torf\(M, N), = Tor((My, Ny) = Tor! (1, Ky).

Wegen dim(A) > dim(A4) kénnen wir also annehmen, dass A ein vollstandiger noether-
scher lokaler Ring mit maximalem Ideal q ist. Nach Cohens Struktursatz (siehe |[Coh46),
Theorem 15]) ist A dann isomorph zu k[ X7, ..., X,]], wobei k = A/qund n = dim(A)
und in diesem Fall haben wir die Behauptung bereits weiter oben gezeigt. O

3.5 Die Tor-Formel

Sei X eine algebraische Varietédt iiber dem Korper k. Wir nehmen der Einfachheit
halber an, dass k algebraisch abgeschlossen und X irreduzibel ist. Seien U, V und
W drei irreduzible Untervarietédten von X, wobei W eine irreduzible Komponente von
U NV ist. Wir nehmen zusétzlich an, dass der lokale Ring A von X bei W regulir ist.
Da k perfekt ist, ist dies genau dann der Fall, wenn der Schnitt von W mit der Menge
der glatten Punkte von X nicht leer ist.

Seien py und py die Primideale des lokalen Rings A, die zu den Untervarietdten U und
V gehoren. Nach Voraussetzung ist A regulér und A/(py +py ) ist von endlicher Léange.
Verwenden wir Theorem so erhalten wir, dass die Euler-Poincaré-Charakteristik

dim(X)
A e, Afpv) = 3 (—1)a(Tor (A/py, Afpy))

i=0
wohldefiniert und > 0 ist.

Die Voraussetzungen von Theorem [3.16] sind tatsdchlich erfiillt: A ist regulér von glei-
cher Charakteristik und fir M = A/py und N = A/py gilt

Supp(M ®4 N) = Supp(M) N Supp(N) = {m},
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wobei m das Maximalideal von A ist, denn M ® 4 N = A/(py + py) ist von endlicher
Lénge, also sind nach Lemma alle Elemente von Supp(M ®4 N) maximale Ideale.
Also ist m das eindeutige minimale Primideal von Supp(M ®4 N). Wir kénnen auch
tatsdchlich bis dim(X) summieren, denn es gilt dim(X) > dim(A).

Nach Theorem folgt also auch
dim(A/py) + dim(A/py) < dim(A) = dim(X) — dim(W),

und wegen dim(A/py) = dim(U) — dim(W) und dim(A/py) = dim(V') — dim(W) folgt
damit

dim(U) + dim(V') < dim(X) + dim(W). (3.11)
Im Fall, dass in Gleichung (3.11)) Gleichheit gilt, sagen wir, dass der Schnitt eigentlich
in W ist, beziehungsweise wir sagen, dass sich U und V in W eigentlich schneiden.

Theorem 3.17.
(a) Falls sich U und V in W nicht eigentlich schneiden, so gilt x*(A/py, A/pv) = 0.

(b) Falls sich U und V in W eigentlich schneiden, so ist x*(A/py, A/py) > 0 und
stimmt mit der Schnitt-Multiplizitdt «(X,U -V, W) von U und V in W im Sinne
von Samuel tiberein.

Offensichtlich folgen Punkt [(a)] und der erste Teil von Punkt [(b) aus Theorem Den
zweiten Teil von Punkt beweisen wir, nachdem wir gezeigt haben, dass die Funktion
I(X,U-V,W) = x*(A/py, A/py) die formalen Eigenschaften einer Schnittmultiplizitit
erfillt.

3.6 Zykel auf einer nicht singulidren affinen Varietat

Sei im Folgenden X eine nicht singuldre affine Varietdt der Dimension n und A ihr
Koordinatenring. Ist a € N und M € K,(A), so ist z,(M) ein positiver Zykel der
Dimension a, der genau dann null ist, wenn dim(M) < a.

Sei nun auch b € N. Sind o = 3>, nip; € Zo(A) und 8 = 37, m;q; € Zy(A), so sagen
wir, dass sich o und 3 eigentlich schneiden, falls sich die zu p; und q; gehorigen
irreduziblen Untervarietdten von X fiir alle 4,j mit n; # 0 und m; # 0 eigentlich
schneiden.

Definition 3.18 (Schnittprodukt von Zykeln). Seien a,b € N, o = >~ mip; € Zo(A)
und 5 =3,m;q; € Zy(A) zwei Zykel die sich eigentlich schneiden, das heifit fiir jedes
minimale Primideal v in Supp(A/p; ®4 A/q;) gilt dim(A/v) = ¢ = a + b — dim(X).
Dann definieren wir das Schnittprodukt von « und S durch

a-f= Z n;m; Z X ((A/pi)es (A/aj) )t | € Ze(A).
) reSupp(f‘l_/Pz@ftA/qg')
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Proposition 3.19. Seien a,b,c € N mita+b=n+c. Seien M und N zwei A-Moduln
mit dim(M) < a, dim(N) < b und dim(M ®4 N) < c¢. Die Zykel zo(M) und zp(N)
schneiden sich eigentlich und der Schnittzykel

2(M)-z(N) = Y7 £a,(Mp)la,(Ny) > X ((A/p)es (A/a) e
dim(A/p)=a veSupp(A4/p®4A/q)
dim(A/q)=b minimal

stimmt mit dem Zykel
dim(A) '
ze(Tor (M, N)) = > (=1)"zc(Tor}(M, N))
=0

iberein.

Beweis. Sei W eine irreduzible Komponente von X der Dimension ¢, die dem Prim-
ideal v von A entspricht. Nach Definition ist der Koeffizient des Primideals v im Zykel
ze(Tor (M, N)) durch
dim(A) '

Z (_1)1614: (TOI‘?(M, N)t) - XAr (Mtv Nl‘)

i=0
gegeben. Dieser Koeffizient ist also ,biadditiv¢ in M und N und nach Punkt @ in
Theorem ist er null, falls dim(M) < a oder dim(N) < b. Das gleiche gilt offen-
sichtlich auch fiir den Koeffizienten von t in z,(M) - 2,(N). Wir kénnen uns also auf
den Fall M = A/p und N = A/q beschranken, wobei p und q Primideale von A sind,
die irreduziblen Untervarietdten U und V von X der Dimensionen a und b entsprechen.
In diesem Fall ist der Koeffizient von t in z.(Tor*(M, N)) durch x4<((A/p)., (A/q),)
gegeben. O

Bemerkung.

(a) Proposition liefert uns eine einfache Methode, um das Schnittprodukt « - 8
zweier positiver Zykel a und S der Dimensionen a und b, die sich eigentlich
schneiden, zu berechnen: Wéhle Moduln M und N mit 2z, (M) = aund 2,(N) = S,
sodass M ® 4 N die gewiinschte Dimension ¢ hat (das ist automatisch der Fall,
falls Supp(M) = Supp(a) und Supp(N) = Supp(S)). Der Zykel o - § ist dann
einfach der Zykel z.(Tor (M, N)).

(b) Wir kénnen den Begriff der Zykel und Definition auf algebraische Varietdten
erweitern, die nicht notwendigerweise affin sind. In diesem Fall ersetzen wir Prim-
ideale p von A mit dim(A/q) = p durch irreduzible Untervarietdten von X der
Kodimension p und A-Moduln durch kohdrente Ox-Modulgarben, wobei Ox die
Strukturgarbe von X ist. Ist M solch eine Modulgarbe mit dim(Supp(M)) < a
(was wir manchmal auch als dim(M) < a schreiben), so definieren wir auf of-
fensichtliche Weise den Zykel z,(M) € Z,(X). Auch Proposition gilt dann,
wobei die Moduln Tor{(M, N) durch die Garben Tor®* (M, N) ersetzt werden.
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3.7 Eigenschaften des Schnittprodukts

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass das Schnittprodukt aus Definition [3.18
die fundamentalen Eigenschaften der Schnitttheorie erfiillt. Da diese Eigenschaften alle
lokal sind, kénnen wir annehmen, dass die Varietdten affin und nicht singulér sind. Dies
ermoglicht es uns Proposition [3.19] anzuwenden.

Sei also im Folgenden X eine nicht singuldre affine Varietdt der Dimension n und A ihr
Koordinatenring.

Kommutativitit. Dies ist offensichtlich, denn die Bifunktoren Tor{'(—, —) sind symme-
trisch.

Assoziativitdt. Seien z, 2’ und 2z drei positive Zykel der Dimensionen a, a’ und a”.
Wir nehmen an, dass die Schnittprodukte z - 2/, (z-2)- 2", 2/ - 2" und 2 - (2" - 2")
definiert sind. Dann miissen wir

(Z'Z’)‘Z//:Z'(Z/'Z”)
zeigen.

Seien dazu M, M' und M" drei A-Moduln mit z,(M) = z, z»(M') = 2’ und
2o (M) = 2" und zusitzlich Supp(M) = Supp(z), Supp(M’) = Supp(z’) und
Supp(M") = Supp(z").

Nach einer ,,Assoziativitétsformel“ fiir Tor-Funktoren (siehe |[CE56| s. 347]) er-
halten wir die folgenden beiden Spektralsequenzen:

rI‘or}?(]\/[7 Torj;‘(M’, M")) = Torerq(M, M M") (3.12)
Tor;j‘(Torf(M, MY, M") = Tor;,j‘+q(M, M, M") (3.13)

Dabei ist Torf(—, M’ —) der n-te linksabgeleitete Funktor des Bifunktors
(M, M") — Typ (M, M") =M @4 (M @4 M")= (M @4 M') 24 M".

Seic=a+dad +a” —2nund b= da + a’ —n. Da die Schnitte eigentlich sind, gilt
dim(M' @4 M") < bund dim(M @4 M'®4 M") < c¢. Demnach sind die folgenden
Zykel wohldefiniert:
Yg = zb(Torj;‘(M’, M"))
Tpg = zc(Tor;‘(M, TorqA(M', M)
i = 2.(Tor{ (M, M', M"))

Da Euler-Poincaré-Charakteristiken unter Spektralsequenzen invariant sind, er-
halten wir aus Gleichung (3.12)):

Z (_1)i$i = Z (_1)p+qxp7q~

7 p.q
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Aber Proposition [3.19] zeigt

Folglich gilt

Wenden wir das gleiche Argument mit Gleichung (3.13) an, so erhalten wir

S D= (2 )2,

i
und damit die gewiinschte Assoziativitatsformel.

Produktformel. Sei X' eine weitere nicht singulire affine Varietit der Dimension n’ und
A’ ihr Koordinatenring. Seien z; und zo (beziehungsweise z] und z5) zwei Zykel
auf X (beziehungsweise X') und nehmen wir an, dass z; - zo und 2z} - 2 definiert
sind. Dann schneiden sich 21 x 27 und 2 x 25 eigentlich auf X Xgpec(r) X' und es
gilt

(21 % 21) - (22 X 25) = (21 - 22) x (2] - 25). (3.14)
Um dies zu zeigen, kobnnen wir annehmen, dass die Zykel positiv sind. Seien M;
und Ms zwei A-Moduln, die zu den Zykeln z; und zo korrespondieren und seien
M und M} zwei A’-Moduln, die zu den Zykeln 2] und z} korrespondieren. Man
priift leicht, dass der zum (A®y A’)-Modul M;®jy M/ assoziierte Zykel gleich 21 x 2}
ist (tatsdchlich kann man dies als Definition des Produkts von Zykeln verwenden).
Die Produktformel, die wir zeigen wollen, folgt dann aus der Kinneth-Formel:

Tor; 4 (My @y M, My @5, My) = @ Tor{(My, Ma) ® Tori (M{, Mj).
i+j=h

Reduktion auf die Diagonale. Sei A die Diagonale in X Xgpec(x) X - Sind 21 und 23 zwei
Zykel auf X, die sich eigentlich schneiden, so miissen wir die Formel

212 = (Zl X 22) - A (3.15)

zeigen. Wir kénnen wieder annehmen, dass z; und 29 positiv sind. Sei B = A®; A
der Koordinatenring von X Xgec(x) X und seien My und My zwei A-Moduln, die
mit den Zykeln z; und 29 korrespondieren. Dann gilt nach Gleichung (3.3))

Tor (My, My) = Tor? (M, @ Ma, A).

Die Gleichung ([3.15)) folgt dann durch Bilden der alternierenden Summe der Zykel
auf beiden Seiten der obigen Gleichung.

Wir wollen nun den Rest von Theorem [3.17] zeigen.
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Beweis des zweiten Teils von Theorem Punkt . Um zu zeigen, dass die Funk-
tionen I und ¢ tbereinstimmen, betrachten wir zunédchst den Fall, dass U ein voll-
standiger Durchschnitt in W ist. Das bedeutet, dass das Ideal py von h Elementen
Z1,...,xp erzeugt wird und es gilt A = dim(X) — dim(U) = dim(V) — dim(W). Die
Familie x = (x1,...,2}) ist also eine A-regulére Folge. Nach Korollar gilt also

dim(A) '
X (Afpu, Afpv) = > (—1)"a(Hi(x, Afpv))

=0

und Theorem [2.15] liefert uns

XA (A/pu, Afpv) = ex(A/pv).

Nach [Sam67, s. 83] gilt aber ex(A/py) =i(X,U - V,W) und das zeigt I =i in diesem
Fall.

Der allgemeine Fall reduziert sich auf diesen, indem wir die Reduktion auf die Diagonale
verwenden, denn diese ist sowohl fiir 7 als auch fir I giiltig. Da die Diagonale A nicht
singulér ist, ist sie lokal ein vollstdndiger Durchschnitt und die Voraussetzungen des
vorherigen Falls sind erfiillt. O

3.8 Ausblick

Wir haben im Verlauf dieser Arbeit hauptséchlich darauf hingearbeitet, Theorem [3.1
zu beweisen. Als wesentlichen Schritt dazu haben wir Theorem [3.16] gezeigt. Die Ein-
schrankung in Theorem [3.16]auf reguldre Ringe gleicher Charakteristik wirkt allerdings
etwas speziell und es ist deswegen natiirlich zu vermuten, dass die Aussage dieses Theo-
rems auch fiir beliebige regulére Ringe gilt.

Serre selbst hat die Aussage zumindest in etwas allgemeinerer Form gezeigt, ndmlich fiir
den Fall unverzweigter regulirer Ringe ungleicher Charakteristik (siehe [Ser00, Chap-
ter V, Part B, Theorem 2]).

Die zweite Aussage des Theorems (die Dimensionsformel) wurde von Serre sogar im
Fall beliebiger regulérer Ringe gezeigt (siehe [Ser00, Chapter V, Part B, Theorem 3]).

Die erste Aussage des Theorems (die Nichtnegativitat von x(M,N)) wurde im Fall
beliebiger regulirer Ringe 1996 von Ofer Gabber gezeigt (siehe [Rob98b]). Der Be-
weis benutzt komplexe Methoden der algebraischen Geometrie wie die Auflésung von
Singularitaten.

Eine Implikation der dritten Aussage des Theorems, ndmlich

dim(M) 4+ dim(N) < dim(A) = x(M, N) =0,
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wurde fiir den Fall beliebiger regulérer Ringe 1985 von Paul C. Roberts gezeigt (siehe
[Rob98a]). Die Frage, ob die umgekehrte Implikation ebenfalls gilt, ist bis heute ein
offenes Problem.

Wir fithren nun noch die von Serre bereits gegebenen Beweise aus. Dazu zeigen wir
zunéchst, dass das Verfahren der Reduktion auf die Diagonale unter einer gewissen
Voraussetzung auch dann anwendbar ist, wenn A ein formaler Potenzreihenring iiber
einem vollstdndigen diskreten Bewertungsring ist.

Proposition 3.20. Sei k ein vollstandiger diskreter Bewertungsring, A = B der for-
male Potenzreihenring in n Variablen iber k und seien m 2 n = (Xq,...,X,,). Sei M
(beziehungsweise N ) ein endlich erzeugter A-Modul (beziehungsweise B-Modul) mit ei-
ner m-stabilen Filtrierung (M,) (beziehungsweise mit einer n-stabilen Filtrierung (Ng)).
Sei m ein Erzeuger des Maximalideals von k. Ist w kein Nullteiler auf M und N, so gilt

dim M @, N = dim M + dim N — 1

und
Tor$ (A, M &, N) = Tor)) (M, N).

Beweis. Es gilt
(M @, N)/m(M @, N) = (M/7M) & (N/7N).
Ist 7 kein Nullteiler auf M und N, dann gilt also
dim M ®; N = dim M + dim N — 1.
Sei C = A ®j, B. Analog zum Fall, dass k ein Korper ist, sicht man
CZE[[Xy,...., X, Y1,..., Y]

Sei auflerdem 0 = (X; — Y3,...,X,, — Y,,) C C. Durch freie Auflésungen von M und
N wie in Beweis von Proposition und eine C-projektive Auflosung von A = C/0
erhalten wir folgende Spektralsequenz:

CrA Tk A
Tor), (A, Tor, (M, N)) = Tor,, ,

(M,N)
Ist m kein Nullteiler auf M und N, dann degeneriert diese Spektralsequenz und wir

erhalten einen Isomorphismus
Tor$ (A, M @y, N) & Tor)) (M, N). O

Theorem 3.21. Die Aussage von Theorem|[3.16] bleibt auch giiltig, wenn man die Vor-
aussetzung, dass A ein regulirer Ring gleicher Charakteristik ist, durch folgende all-
gemeinere Voraussetzung ersetzt: A ist ein reguldrer Ring und fir jedes Primideal p
von A ist der lokale Ring A, entweder von gleicher Charakteristik, oder von unglei-
cher Charakteristik und unverzweigt. (Tatsdchlich geniigt es diese Figenschaft fir alle
Mazximalideale zu fordern, denn ist A ein unverzweigter requldrer lokaler Ring von un-
gleicher Charakteristik, dann ist jede Lokalisierung A, vom gleichen Typ, oder von
gleicher Charakteristik.)
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Beweis. Nach Cohens Struktursatz (siche [Coh46, Theorem 15]) ist ein unverzweigter
regulérer vollsténdiger lokaler Ring isomorph zu einem formalen Potenzreihenring iiber
einem unverzweigten vollstdndigen diskreten Bewertungsring. Durch Lokalisieren und
Vervollstdndigen wie im Beweis von Theorem [3.16 geniigt es also folgendes Lemma zu
beweisen: O

Lemma 3.22. Sei k ein vollstindiger diskreter Bewertungsring, A = k[[X1,..., X,]]
und seien M und N zwei endlich erzeugte A-Moduln mit der Eigenschaft, dass M @& 4 N
von endlicher Linge ist. Dann gilt:

(@) x(M,N) = Y24 £a(Tor (M, N)) > 0.

(b) dim(M) + dim(N) < dim(A) =n + 1.

(¢) x(M,N) =0 genau dann, wenn dim(M) + dim(N) < dim(A).
Beweis. Da die Lange auf kurzen exakten Sequenzen additiv ist, ist x(M, N) ,biaddi-
tiv® in M und N. Indem wir Kompositionsreihen von M und N wéhlen, deren Quoti-
enten die Form A/p fiir Primideale p von A haben (siehe [Ser00, Chapter I, Corollary 2
nach Proposition 5]), kénnen wir uns also auf den Fall M = A/p und N = A/q fir
Primideale p und q von A beschrinken. Insbesondere ist dann jeder Endomorphismus
auf M und N, der durch skalare Multiplikation gegeben ist, entweder injektiv oder der

Nullmorphismus. Sei nun 7 ein Erzeuger des Maximalideals von &, dann betrachten wir
die folgenden verschiedenen Félle:

m ist kein Nullteiler auf M und N. Sei C = k[[X1,..., X,,Y1,...,Y,]] und m das Ma-
ximalideal von A. Nach Proposition [3.20] gilt dann

Tor{ (M, N) = Tor{ (A, M &, N),

wobei wir das vervollstindigte Tensorprodukt M & N durch die m-adischen Fil-
trierungen auf M und N erhalten. Auflerdem gilt

dim(M ®; N) = dim(M) 4 dim(N) — 1.

Sei 0 das von den Elementen X; — Y1,..., X,, — Y, erzeugte Ideal von C. Da die
Elemente X7 — Y7,...,X,, — Y, eine C-reguliare Folge bilden, erhalten wir mit

Korollar .11}
Tor (M, N) = Tor$ (C/o, M &, N) = HE (X, — Y1,..., X, — Yy), M &, N).
Nach Theorem [2.15 gilt dann also
X(M,N) = e;y(M &, N,n + 1)

und es folgt die Behauptung in diesem Fall.
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m annulliert M und ist kein Nullteiler auf N. Wenn wir den Ring A, beziiglich dem
x(M, N) gebildet wird, angeben wollen, so schreiben wir im Folgenden x“ (M, N).

Sei M = M/7M und A = A/mA. Wegen M = 0 folgt M = M, also ist M auf
kanonische Weise ein A-Modul. Wir haben die Basiswechsel-Spektralsequenz

E? = Tor}}(M, Tor;'(4,N)) = Tor;!

p+q(M7 N)’

die im ersten Quadranten liegt (sieche [Wei95, Applications 5.8.5]). Die kurze
exakte Sequenz
0—A-"5A—A4-—0

liefert eine freie und damit projektive Auflésung von A als A-Modul. Also ist die
homologische Dimension von A als A-Modul < 1. Insbesondere ist also auch die
flache Dimension von A als A-Modul < 1 und wir haben Torgx(ﬂ, N) = 0 fiir
g > 1. Fir ¢ # 0,1 gilt also bereits Eiq = 0. Auflerdem gilt

A®sN=N/rN
und die obige Auflésung zeigt auch
Torf(4,N) = N := Anny(n) = {n € N | 7n = 0}.
Demnach erhalten wir folgende lange exakte Sequenz:

. — Tor! (M, N) — Tor} | (M,N/aN) — Tor (M, .N) T

L Tor (M, N) — Tor (M, N/aN) —s Torl (M, N) — ---

Nach Voraussetzung gilt aber . N = 0, also haben wir Isomorphismen

Tor{!(M, N) = Tor} (M, N/xN)
und es folgt B
XA(MvN) = XA(M,N/T('N).
Aber A ist der formale Potenzreihenring in n Variablen iiber dem Restklassenkor-
per k = k/mk von k und M @4 (N/7N) = M @4 N ®4 A ist von endlicher Lénge.
Wir sind nun also in dem Fall, den wir zu Beginn von Abschnitt behandelt

haben und es folgt
X(M,N) =0

und
dim—+(M) + dimz(N/7N) < n,

wobei die Ungleichheit genau dann echt ist, wenn XZ(M ,N/7tN) = 0. Wegen
dim4 (M) = dim7(M) und dim5(N/7N) = dimy(N/7N) = dim4(N) — 1 folgt
die Behauptung in diesem Fall.
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7 annulliert M und N. Wie im vorherigen Fall betrachten wir M als A-Modul. Die
lange exakte Sequenz, die wir aus der Basiswechsel-Spektralsequenz erhalten ha-
ben, liefert uns nun

XM, N) =AM, N/aN) = xA(M, ,N).

Nach Voraussetzung gilt aber 7N = 0 und es folgt N/7N = N = N, also gilt
bereits x4 (M, N) = 0. Wir miissen also nur noch

dimy (M) + dimg(N) <n+1

zeigen. Weil M ®4 N = M ®3 N von endlicher Lénge ist und A der formale
Potenzreihenring in n Variablen iiber k ist, sind wir wieder in dem Fall, den wir
zu Beginn von Abschnitt [3.:4] behandelt haben und es folgt

dimy (M) + dima(N) = dim5 (M) +dim5z(N) <n <n+1
und die Behauptung folgt auch in diesem Fall. O

Theorem 3.23. Seien A ein reguldrer Ring, p und q zwei Primideale von A und v ein
minimales Element in V(p + q). Dann gilt

ht(p) + ht(q) > he(e).

Beweis. Indem wir bei t lokalisieren, kénnen wir annehmen, dass A lokal mit maxima-
lem Ideal v ist. In diesem Fall konnen wir die Behauptung auf folgende Weise umfor-
mulieren: Sind M und N zwei endlich erzeugte A-Moduln mit /(M ®4 N) < oo, so gilt
dim(M) + dim(N) < dim(A). Um diese Behauptung zu zeigen, kénnen wir annehmen,
dass A vollstdndig ist. Dann gibt es einen formalen Potenzreihenring A; iiber einem
vollstéandigen diskreten Bewertungsring und ein a € A; \ {0} mit A = A;/aA; und
dim(A) = dim(A;) — 1 (siehe |Coh46| Corollary 3 nach Theorem 15]). Wir betrachten
M und N nun als A;-Moduln. Analog zum letzten Fall des Beweises von Lemma [3.22
(ersetze m durch a und A durch A;) folgt nun

XM, N) = 0.
Wenden wir Lemma [3.22] nun auf A; and, so erhalten wir
dimy (M) 4+ dima(N) = dimy, (M) + dimg, (N) < dim(A4;)

und damit
dim(M) + dim(N) < dim(A4;) — 1 = dim(A4). O
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