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1 Einleitung

In dieser Arbeit wollen wir uns mit einem wichtigen Satz fiir die Garbenkohomologie
noetherscher topologischer Raume beschéftigen. Die Kernaussage des Satzes ist, dass die
i-te Kohomologiegruppe einer abelschen Garbe auf einem noetherschen topologischen
Raum verschwindet, falls ¢ grofler als die Dimension des Raums ist. Der Satz wurde
erstmals von Alexander Grothedieck in |Gro57] veroffentlicht und wird deshalb auch
oft mit ,Verschwindungstheorem von Grothendieck” bezeichnet. Wir werden in dieser
Arbeit allerdings hauptsdchlich den Ausfithrungen von Robin Hartshorne in [Har77| zu
diesem Thema folgen. Eine weitere Quelle, aus der etliche Ideen iibernommen wurden
ist [Meild].

Um den Satz zu beweisen, benttigen wir einige Grundlagen und Hilfssitze, denen wir
uns zuerst widmen. In Kapitel [2| werden wir etliche wichtige Eigenschaften noetherscher
topologischer Raume kennenlernen, die spéater wichtig sein werden. In Kapitel |3| werden
wir einige Konstruktionen und Eigenschaften von abelschen Garben untersuchen. Hierbei
orientieren wir uns héufig an [GW10]. Dann werden wir in Kapitel 4| Garbenkohomologie
und die dazu notwendigen Begriffe einfithren. Schliefllich werden wir in Kapitel [5| die
Garbenkohomologie auf noetherschen topologischen Rdumen néher untersuchen und den
Haupsatz beweisen.

Fiir diesen Beweis werden wir in mehreren Schritten vorgehen. Zunéchst werden wir
zeigen, dass es genugt, den Fall eines irreduziblen topologischen Raums zu betrachten.
Dann werden wir den Satz in diesem Fall mit Hilfe von Induktion iiber die Dimension
des Raumes und der langen exakten Kohomologiesequenz beweisen.



2 Topologische Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir einige einfache Eigenschaften von topologischen Réumen
untersuchen.

Definition 2.1. Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren die Dimension von X
durch

dim(X) =sup{n € N| es gibt eine Kette Zp C Z; C ... C Z,

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen in X'}.

Definition 2.2. Ein topologischer Raum X heifit noethersch, wenn die folgenden
offensichtlich dquivalenten Bedingungen gelten:

e Jede absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen wird stationér.

e Jede aufsteigende Kette von offenen Teilmengen wird stationar.

Lemma 2.3. Ist X ein noetherscher topologischer Raum, so hat X nur endlich viele
irreduzible Komponenten.

Beweis. Sei A die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X, die keine endliche
Vereinigung irreduzibler Mengen sind. Wir nehmen an, dass A nicht leer ist. Da X
noethersch ist, wird jede absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen stationér.
Deswegen gibt es ein minimales Element Ag in A beziiglich der Teilmengenbeziehung.
Wegen der Definition von A ist Ay nicht irreduzibel, es gibt also zwei echte abgeschlossene
Teilmengen A; und As von Ay mit Ag = A; U As. Da Ay ein minimales Element in A
ist, konnen A und As nicht in A sein. Das heifit aber wiederum, dass A1 und Ay jeweils
eine endliche Vereinigung irreduzibler Mengen sind und deswegen ist auch Ag = A1 U A,
eine endliche Vereinigung irreduzibler Mengen im Widerspruch zu Ay € A. Also ist A
leer. Insbesondere ist auch X die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener irreduzibler
Teilmengen. Da der Durchschnitt von zwei irreduziblen Komponenten von X leer ist,
folgt damit schon die Behauptung. O

Lemma 2.4. Sei X ein noetherscher topologischer Raum und Y eine Teilmenge von X.
Dann ist Y mit der Teilraumtopologie ebenfalls noethersch.



Beweis. Sei Ay D A1 D ... eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen von Y.
Dann gibt es fur alle i € N eine abgeschlossene Teilmenge A} von X mit A, NY = A;.
Fiir alle ¢+ € N definieren wir nun

A= 4.
k=0

Fiir alle 7 € N gilt dann A7 D A}, also ist Aj D A7 D ... eine absteigende Kette von
abgeschlossenen Teilmengen von X und da X noethersch ist, wird diese stationdr. Fiir
alle ¢ € N gilt aber

ANy = <ﬂ A%) NY = (ﬂ A;CmY> =) 4 =4
k=0 k=0 k=0

und deswegen wird auch die Kette Ag D A1 D ... stationér. Folglich ist ist Y noethersch.

O

Lemma 2.5. Ein topologischer Raum X ist genau dann noethersch, wenn jede Teilmen-
ge von X mit der Teilraumtopologie kompakt ist.

Beweis. Sei X noethersch, Y eine Teilmenge von X und (U;);¢s eine offene Uberdeckung
von Y. Nach Lemma [2.4] ist Y noethersch. Nun gehen wir rekursiv vor. Zunéchst wéhlen
wir ein Uy aus der offenen Uberdeckung aus. Fiir j > 0 wihlen wir dann ein U; aus der
offenen Uberdeckung mit U; ¢ U{;E, falls U{;é # Y. Andernfalls setzen wir U; = (.
Dann ist

UycUguUU; cUyUuUUU, C ...

eine aufsteigende Kette offener Mengen. Da Y noethersch ist, wird diese Kette stationér,
das heifit es gibt ein n € N mit Up_q Ur = U~ Uk fiir alle m > n. Wegen der Definition
der U; gilt dann insbesondere Up,11 = () und es folgt Jp_o Uy = Y. Wir haben also eine
endliche Teiliiberdeckung gefunden und damit ist Y kompakt.

Sei nun jede Teilmenge von X mit der Teilraumtopologie kompakt. Sei auflerdem
UycU,C...

eine aufsteigende Kette von offenen Teilmengen von X und Y = ;o U;. Dann ist
(U;)ien eine offene Uberdeckung von Y und da Y kompakt ist, gibt es eine endliche
offene Uberdeckung von Y und es gilt U, = Y. Also wird die Kette stationir und es
folgt, dass X noethersch ist. O



3 Garben abelscher Gruppen

In diesem Kapitel werden wir einige Eigenschaften von abelschen Garben untersuchen
und die direkte und die inverse Bildgarbe kennlernen. Wir verwenden im Folgenden
gelegentlich auch einfach den Begriff ,Garbe® anstatt von ,abelscher Garbe*.

Proposition/Definition 3.1. Sei X ein topologischer Raum und F eine Prigarbe abel-
scher Gruppen auf X . Dann gibt es eine bis auf eindeutige Isomorphie eindeutige abelsche
Garbe F* auf X und einen Morphismus 0: F — FT mit folgender universellen Eigen-
schaft: Ist G eine abelsche Garbe auf X und p: F — G ein Morphismus, so gibt es genau
einen Morphismus ©: F* — G mit o = @ o 6. Wir nennen F* die Garbifizierung von
F. Weiter gilt:

1. Der Morphismus 0,: F, — .7-"; ist fiir alle p € X ein Isomorphismus.

2. Ist p: F — G ein Morphismus von abelschen Prdgarben, so gibt es genau einen
Morphismus ot : F* — G, der folgendes Diagramm kommutativ macht:

F—2-¢

QFJ [oe

Ft , g-i—
o+
Wir haben also insbesondere einen Funktor —: PShap(X) — Shap(X).
Beweis. Wir konstruieren 7 folgendermaBen. Ist U offen in X, so sei 1 (U) die Menge
der Abbildungen s: U — U, Fp, die folgende Eigenschaften erfiillen:

1. Fir alle p € U gilt s(p) € F),

2. Fiir alle p € U gibt es eine offene Umgebung V' von p in U und ein ¢t € F(V) mit
s(q) =t fir alleg e V.

Man sieht sofort, dass 1 mit Einschrinkung von Funktionen als Restrinktionsabbildung
eine abelsche Garbe ist. Weiter haben wir fiir alle U offen in X einen Morphismus

Oy: F(U) = FHU), s (U — U Fp, D+ sp)) ,
peU

der offensichtlich natiirlich in U ist, also einen Morphismus 6: F — FT.



Wir wollen nun zuerst die beiden Eigenschaften zeigen, da die Aussage iiber die univer-
selle Eigenschaft dann leicht folgt.

1. Ist p € X, so betrachten wir den Morphismus 6,: F, — .7-"; . Er ist injektiv, denn
ist [(U, s)] € ker(6),), so gilt [(U,0u(s))] = 0, also gibt es eine Umgebung V' von p
in U mit 8y (s)|y = 0. Nach der Definition von 6 gilt also s, = 0 fur alle ¢ € V
und damit insbesondere [(U,s)] = s, = 0. AuBlerdem ist er surjektiv, denn ist
[(U,s)] € .7-"p+ , so gibt es nach der Definition von F 7 eine offene Umgebung V' von
pin U und ein t € F(V) mit s(q) = ¢, fiir alle ¢ € V. Nach der Definition von 6
gilt nun

Op([(V.1)]) = [(V,6(2))] = [(U, )],

wir haben also ein Urbild gefunden. Insgesamt erhalten wir also, dass 6, ein Iso-
morphismus ist.

2. Sei nun ¢: F — G ein Morphismus von abelschen Pragarben. Fiir U offen in X
definieren wir die Abbildung

o FH(U) = GHU), s (U - UG prr sop(S(p))) :

peU

Sei p € U, dann gibt es eine offene Umgebung V' von p in U und ein t € F(U) mit
s(q) = tg fiir alle ¢ € V. Dann gilt

(2 (9))(@) = @q(s(q)) = @q(ty) = (eu(t))q

fir alle ¢ € V, also ist cpﬁ wohldefiniert. Man erkennt sofort, dass dadurch ein
Morphismus ¢ : FT — GT gegeben ist, der das Diagramm aus der Behauptung
kommutativ macht. Die Eindeutigkeit folgt aus der vorherigen Aussage und der
Tatsache, dass zwei Morphismen von Garben iibereinstimmen, wenn sie schon auf
allen Halmen iibereinstimmen.

Sei nun G eine abelsche Garbe und ¢: F — G ein Morphismus von abelschen Priagarben.
Da 6?5 1 Gp — Q;; fir alle p € X ein Isomorphismus ist, ist auch 69 ein Isomorphismus,
da er ein Morphismus von Garben ist und man die Eigenschaft eines Morphismus von
Garben, ein Isomorphismus zu sein, auf den Halmen priifen kann. Sei v: F© — GT
der Morphismus wie in 2., dann folgt aus 1. und 2. sofort, dass (9)~! o 1) der gesuchte
eindeutige Morphismus ist. O

Korrolar 3.2. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist die Garbifizierung
—*: PShap(X) — Shap(X)
linksadjungiert zum Vergissfunktor

V. ShAb(X) — PShAb(X),



das heif§t es gibt einen Isomorphismus
Homgy,,,, (x)(F*,G) — Hompgy,, x)(F, V(9)),

der natirlich in F und G ist.

Beweis. Ein Morphismus ¢: F — V/(G) entspricht dem Morphismus F — G aus der
universellen Eigenschaft der Garbifizierung in Proposition/Definition . Wir erhalten
also in natiirlicher Weise einen Morphismus von Garben ¢: F™ — G.

Sei also umgekehrt ¢): F* — G ein Morphismus von Garben, dann setzen wir einfach
¢ = 1 0§ und erhalten damit einen Morphismus ¢: F — V(G). Es ist klar, dass auch
diese Konstruktion natiirlich ist und man sieht auch sofort ein, dass beide Konstruktionen
zueinander invers sind. O

Lemma 3.3. Garbifizierung ist ein exakter Funktor, das heif§t fiir jeden topologischen
Raum X und jede kurze exakte Sequenz

O=+F—=G—-H—=0
von abelschen Pragarben auf X ist
0—=Ft =Gt —>H" =0
eine kurze exakte Sequenz von abelschen Garben auf X.

Beweis. Ist
0—-F—=G—-H—=0

eine kurze exakte Sequenz abelscher Pragarben auf X, so ist
0—=Fp,—=G,—Hp—0

fir alle p € X eine kuerze exakte Sequenz abelscher Gruppen. Da die Halme der Gar-
bifizierung einer Priagarbe nach Proposition/Definition kanonisch Isomorph zu den
Halmen der Prégarbe sind ist auch

+ + +
0—=>F, =G, =-H, =0
fiir alle p € X eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen. Folglich ist
0—>FF—>G">H" -0

eine kurze exakte Sequenz von abelschen Garben auf X. O



Proposition 3.4. Sei X ein topologischer Raum und (Fu)aca ein induktives System
abelscher Garben auf X. Sei ligpr Fo, die Pragarbe, die durch die Vorschrift

U+ lim Fo (U)

gegeben ist. Dann erfillt die Garbifizierung dieser Prigarbe (imP* Fo)T die universelle
Eigenschaft des direkten Limes, das heif$t es gilt (liglor Fo)t = lig}"a.

Beweis. Sei G eine abelsche Garbe mit der Eigenschaft, dass es fur alle « € A Morphis-
men @, : Fo — G gibt, die mit den Morphismen aus dem induktiven System kommutie-
ren. Da Limiten und Kolimiten in der Kategorie der abelschen Prigarben punktweise be-
rechnet werden, ist limP" F,, der direkte Limes des Systems in der Kategorie der Pragar-
ben, das heifit, es gibt fiir alle & € A Morphismen von Priagarben v, : F, — hﬂpr Fo
und einen eindeutigen Morphismus von Priagarben ¢: ligpr Fo — G mit der Eigenschaft,
dass folgendes Diagramm fiir alle o/ < o kommutativ ist:

Por
Fo
Yot

lim® Fo —— G

i

Fa o

Sei nun 0: lim" F, — (li%mpr Fa)t der kanonische Morphismus. Wegen der universellen
Eigenschaft der Garbifizierung gibt es dann einen eindeutigen Morphismus

_ P +
P (im Fo)™ = G,
der folgendes Diagramm fiir alle o/ < o kommutativ macht:

o

Fo
hgpr]:a _0 (ligpr]:aﬁ _%3 G

e

Fa

also erfillt (lignpr Fo)t die universelle Eigenschaft des direkten Limes. O



Definition 3.5. Seien X und Y topologische Rdume und sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Sei auflerdem F eine abelsche Garbe auf X. Dann definieren wir eine abelsche
Garbe f.F auf Y durch

fFU) = F(F7HU)).
Es ist klar, dass dadurch tatsdchlich eine Garbe definiert wird. Wir nennen f,F die

direkte Bildgarbe von F unter f. Ist ¢: F — G ein Morphismus abelscher Garben
auf X, so erhalten wir durch die Morphismen

(Fp)u: (FRFU)=F(FHU)) = (607 0) = £G(U)) 5= s)

einen Morphismus fi¢: fiF — f«G von abelschen Garben auf Y. Wir erhalten also
offenbar einen Funktor

f*: ShAb(X) — ShAb(Y),
den wir direkten Bildfunktor nennen.

Ist g: Y — Z eine weitere stetige Abbildung, so gilt offensichtlich
gx(f+F) = (g0 f)+F.

Definition 3.6. Seien X und Y topologische Rdume und sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Sei auflerdem F eine abelsche Garbe auf Y. Dann definieren wir eine abelsche
Prigarbe f1F auf X durch
SFU) = g FV).
V offen in Y
fU)cV

Sei p: F — G ein Morphismus abelscher Garben auf Y, dann haben wir fiir alle U offen
in X und V offen in Y mit f(U) C V Morphismen

F(V) £ G(v) — f16(U),

die offensichtlich mit den Morphismen aus dem induktiven System zu f7G(U) kommutie-
ren. Wegen der universellen Eigenschaft des direkten Limes erhalten wir also Morphismen

(ffo)u: fIFU) = f1G(U)
und damit einen Morphismus
flo: fIF = 116.
Also haben wir einen Funktor
fT: Shap(Y) — PShap(X).
Wir definieren nun den inversen Bildfunktor

71 Shap(Y) — Shap(X)

als Komoposition des Funktors f mit der Garbifizierung —*. Wir nennen f~'F die
inverse Bildgarbe zu F unter f.

10



Lemma 3.7. Seien X, Y und Z topologische Rdume und seien f: X =Y undg: Y — Z
stetige Abbildungen. Seien weiter F, G und H abelsche Garben auf X beziehungsweise
Y beziehungsweise Z und sei U offen in X.

1. Es gilt f~*(g7'"H)) = (go h)"'H.
2. Es gilt (f7'G)p = G(p)-

Beweis. 1. Eine offene Menge W C Z enthélt g(f(U)) genau dann, wenn sie eine
Menge der Form ¢(V') enthélt, wobei V offen in Y mit f(U) C V ist. Es gilt also

FHg™) = (goh)IH

und damit auch
FH g H) = (goh) '
2. Ist pe X und i: {p} — X die Inklusion, so gilt
CF = im FV)=  lm F(V) =,
V offen in X V offen in X

i{phHcV peV

da der topologische Raum {z} trivial ist und somit iG schon eine Garbe ist. Mit

1. folgt
(f7'G9)p =i (79 (p}) = (foi)'G({p}) = lig — G(V) =Gy
J‘“/(i?f{f;l]})l)ncxyx

O

Proposition 3.8. Seien X und Y topologische Riume und sei f: X — Y eine stetige
Abbildung. Dann ist der inverse Bildfunktor f~1 linksadjungiert zum direkten Bildfunktor
[+, das heifit es gibt einen Isomorphismus

Homgy,,, (x)(f'G, F) — Homgy,,, v (G, f+F)

der natiurlich in F und G ist.

Beweis. Sei p: f~'G — F ein Morphismus von Garben auf X, V offen in Y und t €
G(V). Wegen f(f~%(V)) C V haben wir einen Morphismus vy : G(V) — fIG(f=1(V)).
Wir definieren nun vy als den Morphismus

G(V) 5 Fig(rL(v)) 25 g v) T (FUH V) = LFY))
und erhalten so einen Morphismus v: G — f..F.

Sei andererseits ¢ : G — f.F ein Morphismus von Garben auf Y. Sei weiter U offen in X
und s € fIG(U). Ist V offen in Y mit f(U) C V, so gilt U € f~1(V). Sei V eine solche

11



offene Menge, mit der Eigenschaft, dass es ein s, € G(V') gibt, das ein Représentant von
s ist. Nun gilt ¢y (sy) € (fF(V) = F(f~1(V)). Wir definieren nun

oy F1G(U) = F(U), s vy (sv)lu

und erhalten dadurch einen Morphismus ¢’: ffG — F. Durch die universelle Eigenschaft
der Garbifizierung erhalten wir dann einen Morphismus : f~1G — F.

Man sieht leicht, dass diese beiden Konstruktionen zueinander invers sind. Zu priifen,
dass sie natiirlich in F und G sind, ist ebenfalls einfach, allerdings etwas langwierig.
weshalb hier auf die Darstellung verzichtet wird. O

Definition 3.9. Sei X ein topologischer Raum, W C X offen und Y C X abgeschlossen.
Seien weiter i: W — X und j: Y — X die Inklusionen und F und G abelsche Garben
auf W beziehungsweise Y. Wir definieren eine abelsche Pragarbe ¢ FP" auf X durch

F(V), falsV CcW

0, sonst

WFP(V) = {

Die Garbifizierung von /P nennen wir Fortsetzung von F durch Null und bezeich-
nen sie mit 7). F. Die direkte Bildgarbe j,G bezeichnen wir ebenfalls mit Fortsetzung von
G durch Null. Ist H eine abelsche Garbe auf X, so schreiben wir oft auch Hy, anstatt
von i(H|w) und Hy anstatt von j.(Hl|y).

Lemma 3.10. Mit den Voraussetzungen aus Definition[3.9 gilt

Gp, fallspeY

0, sonst

(]*g)P = {

und
Fp, fallspe W

0, sonst

(i!}—)p = {

Beweis. Sei p € Y, dann gilt

G:Gp= lm (LOU)= lm GUNU)= lm GUNY)=G,
U C X offen U C X offen U C X offen
peU peU peU

Sei nun V = X \ Y und p € V. Sei weiter [(U,s)] € (j+G)p. Ohne Einschréankung sei
U C V, denn es gilt [(U,s)] = [(UNV,s|luny)]. Also gilt

(.9 (U) =G (i1 (U)) = G(0) =0,

und es folgt [(U, s)] = 0.

12



Sei nun p € W, dann gilt

((F)p = (W FP), =  lim  (WF)U)=  lm  FU) =7,
U C X offen U C W offen
peU peU

Ist andererseits p € X \ W, so gilt W FP*(U) = 0 fiir alle offenen U C X mit p € U und
es folgt
(0 F)y = (F)y = lim  @FTU) =l 0=0.

U C X offen U C X offen
peU peU

O]

Lemma 3.11. Sei X ein topologischer Raum, U C X offen undi: U — X die Inklusion.
Sei aufferdem F eine abelsche Garbe auf U und G eine abelsche Garbe auf X. Dann gibt
es einen Isomorphismus

Hom(iyF,G) — Hom(F,i 'G),

der natiirlich in F und G ist, das heifst, 4, ist linksadjungiert zu i~'.

Beweis. Sei ¢ € Hom(iyF,G). Durch die Adjunktion von Garbifizierung und Vergiss-
funktor erhalten wir einen Morphismus von Prégarben

o' i FPT— G

Fiir offene Mengen V C U gilt 4 FP*(V) = F(V) und G(V) = i~1G(V), wir haben also
Morphismen

Py F(V) =i~ 'g(V),

die natiirlich in V sind. Somit erhalten wir einen Morphismus von Garben

?: F—i'G.

Ist andererseits ¢ € Hom(F,i'G), so definieren wir einen Morphismus v': iyFP* — G
von Prégarben durch

, vy, fallsV CU
Yy = .
0, sonst

Durch Garbifizierung erhalten wir einen Morphismus 41/ — G von Garben.

Diese beiden Konstruktionen sind offensichtlich zueinander invers und nattrlich in F
und G. O

Lemma 3.12. Seien F eine abelsche Garbe auf einem topologischen Raum X, U C X
offen, Y = X\ U und i: U — X und j: Y — X die Inklusionen. Dann ezistiert eine
kurze exakte Sequenz

0—=Fy—F—=Fy —0.

13



Beweis. Es gilt F|ly =i 'F und Fly = j~'F. Wegen der Adjunktion zwischen j~! und
j+ erhalten wir also

Hom(j ' F,j71F) = Hom(F, Fy)

und wegen der Adjunktion zwischen iy und i~! erhalten wir
Hom(Fy, F) = Hom(i ' F,i 1 F).

Wir erhalten dadurch kanonische Morphismen a: Fyy — F und : F — Fy, die jeweils
mittels der entsprechenden Adjunktionsabbildung von der Identitét kommen. Wir wollen
nun die Exaktheit der Sequenz, die wir dadurch erhalten, zeigen. Dazu geniigt es, die
Exaktheit auf den Halmen nachzuweisen, wir betrachten also die Sequenz

0— (Fu)p -5 F, 2 (Fy)y — 0
furp e X.
Ist p € U, so gilt
(]:U>p: (-F‘U)p:]:p

nach Lemma Da Garbifizierung die Halme unverdndert ldsst gilt oy, = ab', wobei

aP’ der Pragarbenmorphismus wie v’ in Lemma ist, den wir dort verwendet haben,
um einen Morphismus wie « zu konstruieren. Ist V' C U offen, so gilt auflerdem of; = id
nach der Konstruktion in Lemma B.11] und wir erhalten

_ pr _ . pr _ . pr _ . . s
ap=oay = lim oy = lim oy = lim id=id.
peV peV peV
V offen in X V offen in U V offen in U

Es gilt jedoch p ¢ Y und mit Lemma erhalten wir (Fy), = 0 und damit 5, = 0.
Also ist die Sequenz in diesem Fall exakt.

Ist andererseits p € Y, so gilt p ¢ U und mit Lemma erhalten wir (Fy7), = 0 und
damit o, = 0. Nach Lemma gilt auch (Fy), = Fp. Bs sei 0: jIF — j7LF der
kanonische Morphismus. Fiir V' offen in X haben wir einen kanonischen Morphismus

wi F(V) = JTIFGHV)), s 5,

der durch die Verkniipfung von Inklusion und Restklassenbildung gegeben ist. Der Mor-
phismus [ ist nun durch Morphismen

By: F(V) L fIFG(v)) 25 1 FGH (V) S A (V)

gegeben. Sei s, = [(V,s)] € F,. Der Isomorphismus der Halme (j~!F), und (j1F), wird

von 0 induziert. Deswegen und wegen der Definition der 1y gilt

Po(sp) = [(Vyido b oy (s))] = [(V,0 0 v (s))] = [(V, v (s))] = sp.

Demnach ist 3, die Identitat und damit ist die Sequenz auch in diesem Fall exakt. [

14



4 Garbenkohomologie

In diesem Kapitel wollen wir Garbenkohomologie definieren und einige grundlegende
FEingeschaften untersurchen. Wir werden dabei etliche Beweise iiberspringen, da sie fiir
das Verstdndnis keine grofie Rolle spielen und iiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus
gehen.

Definition 4.1. Eine abelsche Kategorie A hat geniigend Injektive, wenn es fiir jedes
Objekt A in A ein injektives Objekt I und einen Monomorphismus i : A < I gibt.

Definition 4.2. Sei A ein Objekt in der abelschen Kategorie A. Eine Auflosung von
A ist ein Komplex I" in A mit I"™ = 0 fiir n < 0 zusammen mit einem Monomorphismus
e: A — I° mit der Eigenschaft, dass die Sequenz

i 0 A0 T

exakt ist. Eine Auflosung I von A heifit injektiv, wenn " fiir alle n > 0 injektiv ist.

Proposition 4.3. Sei A eine abelsche Kategorie.
1. Hat A geniigend Injektive, so besitzt jedes Objekt A in A eine injektive Auflosung.

2. Seien A und B in A. Ist € : A — I' eine beliebige Auflésung und n : B — J
eine injektive Auflésung und ist uw : A — B ein Morphismus, so gibt es einen
Morphismus von Komplexen f: 1" — J', der das Diagramm

A——T
b

BT>J‘

kommutativ macht.

Beweis. 1. Es sei bereits

—2 —1 0 n—2 n—1
05 A% 04 T e d

exakt konstruiert, wobei I* injektiv sei fiir alle k € {0,...,n}. Da A geniigend
Injektive hat, gibt es ein injektives Objekt I"*! und einen Monomorphismus

coker(d" 1) — "L,
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Ist nun d” die Komposition I"™ — coker(d" 1) < I™, so ist

d72 d71 dO dnfl dn
0= A% ... S il

exakt.

. Da €% ein Monomorphismus ist und J° injektiv ist, gibt es einen Morphismus
fO: 1% — J9 mit f%° = 5% Sei nun n > 0 und bereits ein kommutatives Dia-
gramm mit exakten Zeilen

A p B
0 .. n
B 770 J dOJ d:r]zfl

konstruiert. AuBerdem sei f: coker(d}) — coker(d") der von f" induzierte Mor-
phismus. Der von d} induzierte Morphismus d7: coker(d}) — I™*! ist ein Mo-
nomorphismus. Deswegen, und weil J"*! injektiv ist, gibt es einen Morphismus
frrt Al gt der das Diagramm

ar
I" —— coker(d}) —— !

fnl lffn lfnﬁ»l

J" — coker(d’}) = Jntt
J

kommutativ macht. Insgesamt erhalten wir also einen Morphismus von Komplexen

f: I — J wie gewiinscht.

d

Definition 4.4. Sei F': A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien
und A habe gentigend Injektive. Fiir 7 € Z ist dann der i-te rechtsabgeleitete Funktor
R'F: A — B auf folgende Weise definiert:

1. Fiir ein Objekt A in A wéhlen wir eine injektive Auflésung A — I' und setzen

R'F(A) = hY(F(I')).

2. Fiir einen Morphismus u : A — B in A wihlen wir eine Fortsetzung

A—— T

A

B —— J

auf den gewéhlten injektiven Auflésungen und definieren

R'F(u) = h'(F(f)).
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Theorem 4.5. Sei A eine abelsche Kategorie, die geniigend Injektive besitzt und sei
F: A — B ein linksexakter Funktor in eine abelsche Kategorie B.

1. Fiir alle i > 0 ist R'F ein additiver Funktor und unabhingig von der Wahl der
injektiven Auflosungen.

2. Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus F = RVF.

3. Fir alle kurzen exakten Sequenzen 0 — A’ — A — A” — 0 und alle i > 0 gibt
es einen natirlichen Morphismus 6°: Rif(A”) — R™YF(A’) und wir erhalten eine
lange exakte Sequenz

. — RIF(A) — RF(A) - RF(A") 25 RHLF(A)) = RFIF(A) — ...

4. Fir einen Morphismus von der exakten Sequenz aus 3. in eine weitere exakte Se-
quenz 0 — B’ — B — B"” — 0 erhalten wir fiir alle i > 0 folgendes kommutatives
Diagramm:

RIF(A" 2y RIHIR(A
RIF(B") —% R+\F(B)
5. Fiir alle injektiven Objekte I in A und alle i > 0 gilt R'F(I) = 0.

Beweis. |Har77, Theorem III.1.1A]. O

Definition 4.6. Sei F': A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien
und A habe geniigend Injektive. Ein Objekt J € A heifit azyklisch fiir F, falls R'F(J) =
0 fiir alle ¢ > 0 gilt.

Proposition 4.7. Sei F': A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategori-
en und A habe geniigend Injektive. Sei A € A und J F-azyklische Auflésung von A, das
heifst J* ist eine Auflosung von A mit der Eigenschaft, dass J* fiir alle i > 0 azyklisch fiir
F ist. Fiir allei > 0 gibt es dann einen natiirlichen Isomorphismus R'F(A) = h'(F(J")).
Beweis. [Har77, Proposition ITI1.1.2A]. O

Definition 4.8. Seien A und B abelsche Kategorien. Ein J-Funktor von A4 nach B ist
eine Familie von Funktoren 7' = (T");>0 mit der Eigenschaft, dass es fiir jede kurze exakte
Sequenz 0 — A" — A — A” — 0 und alle i > 0 Morphismen §°: T*(A") — T*H1(A)
gibt, die folgende Eigenschaften erfiillen:

1. Fiir jede kurze exakte Sequenz wie oben ist die Sequenz
0 — TO(A) — TO(A) — T(A") 25 (A — ...

exakt.
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2. Fir jeden Morphismus von einer kurzen exakten Sequenz wie oben in eine andere
kurze exakte Sequenz 0 — B’ —+ B — B” — 0 ist folgendes Diagramm fiir alle
7 > 0 kommutativ:

Ti(A") 2 T (A
Ti(i”) 2, :ri+1l (B))
Definition 4.9. Seien A4 und B abelsche Kategorien. Ein é-Funktor
(7= (T7)ix0) : A~ B
heifit universell, wenn Folgendes gilt: Fiir jeden anderen J-Funktor
(1" = (1")iz0) - A B

und jeden Morphismus f0: 70 — T’ 0 gibt eine eindeutige, N-indizierte und mit dem ge-
gebenen fY beginnende Familie von Morphismen (f*: T® — T"");>o mit der Eigenschaft,
dass die Morphismen fiir jede kurze exakte Sequenz mit den ¢* kommutieren.

Lemma 4.10. Seien A und B abelsche Kategorien und T = (T")i>o und T" = (T"")i>o
universelle d-Funktoren von A nach B mit der Figenschaft, dass es einen Isomorphis-
mus f: TO — T7"° gibt. Dann gibt es einen eindeutigen Isomorphismus von 0-Funktoren

(fi)iz(]: T —T" mit fo = f

Beweis. Da die beiden §-Funktoren universell sind, gibt es fiir die Isomorphismen
10— 17
und
(¢ = (/) 1" = 1°
eindeutige Familien von Morphismen
fort T
und
gi: T = Tt
die mit f° beziehungsweise ¢g° beginnen und fiir jede exakte Sequenz mit den Verbin-
dungsmorphismen der beiden d-Funktoren kommutieren. Da id: T" — T der eindeutige

Morphismus, der (go f =id): TV — T fortsetzt, und Analoges fiir T” gilt, erhalten wir
fiir alle ¢ € N die folgenden beiden kommutativen Diagramme:

Tz' T/i
T —— T T — 7"
g T
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Es gilt also f'o ¢’ = id und ¢’ o f* = id fiir alle i € N und demnach ist (f);>0 ein
Isomorphismus wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit ist klar. O

Definition 4.11. Ein additiver Funktor F': A — B zwischen abelschen Kategorien
heifit ausléschbar, wenn es fiir jedes Objekt A € A ein Objekt M € A und einen
Monomorphismus u: A — M mit F(u) = 0 gibt.

Theorem 4.12. Sei T = (T%);>¢ ein 6-Funktor zwischen den abelschen Kategorien A
und B. Ist T* fiir alle i > 0 ausléschbar, so ist T universell.

Beweis. |Gro57, II, Proposition 2.2.1]. O

Korrolar 4.13. Sei F': A — B ein linksexakter Funktor zwischen abelschen Kategorien
und A habe geniigend Injektive. Dann ist (R'F);>o ein universeller §-Funktor.

Beweis. Aus Theorem folgt sofort, dass (R'F);>o ein 6-Funktor ist. Ist A € A, so sei
u: A — I ein Monomorphismus von A in ein injektives Objekt I. Nach Theorem gilt
dann R'F(I) = 0 fiir alle 4 > 0 und damit auch R*F(u) = 0 fiir alle i > 0. Also ist R'F
fiir alle ¢ > 0 ausldschbar und damit ist (R‘F);>¢ nach Theorem universell. O

Proposition 4.14. Ist X ein topologischer Raum, so ist Sha(X) eine abelsche Kate-
gorie, die gentigend Injektive hat.

Beweis. [Har77, Example I11.1.0.3] und [Har77, Corollary III.2.3]. O

Lemma 4.15. Sei X ein topologischer Raum, dann ist der globale Schnitte Funktor
(X, —): Shap(X) — Ab linksexakt.

Beweis. Der globale Schnitte Funktor I'(X, —) ist gegeben durch die Komposition

Shap(X) —Y— PShap(X) —%— Ab

F F F(X),

wobei V' der Vergissfunktor und G die Auswertung auf X ist. Der Vergissfunktor V
ist rechtsadjungiert, erhélt also Limiten und insbesondere auch Kerne. Deswegen ist
V linksexakt. Limiten und Kolimiten werden in PShay,(X) punktweise berechnet, also
erhilt G diese und insbesondere auch Kerne und Kokerne. Also ist G exakt und damit
ist I'(X, —) linksexakt. O

Definition 4.16. Sei X ein topologischer Raum. Fiir ¢ > 0 definieren wir den i-ten
Kohomologie Funktor H*(X,—): Sha, — Ab als den i-ten rechtsabgeleiteten Funktor
R'T(X,—) des globalen Schnitte Funktors. Ist F eine abelsche Garbe auf X, so nennen
wir H'(X, F) die i-te Kohomologiegruppe von F.
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Definition 4.17. Sei X ein topologischer Raum. Eine abelsche Garbe auf X heifit welk,
wenn alle Restriktionsabbildungen surjektiv sind.

Proposition 4.18. Sei X ein topologischer Raum und F eine welke Garbe abelscher
Gruppen auf X . Dann gilt H/(X, F) = 0 fiir alle i > 0, das heift F ist T'(X, —)-azyklisch.
Beweis. |Har77, Proposition II1.2.5]. O

Proposition liefert uns zusammen mit Proposition dass wir auch welke Auflo-
sungen verwenden kénnen, um Garbenkohomologie zu berechnen.

Lemma 4.19. Sei X ein topologischer Raum und F eine abelsche Garbe auf X. Ist
U C X offen, so definieren wir

GU) = {s: U— U Fp | fiir alle p € U gilt s(p) G.Fp}.

peU

Dies definiert eine welke Garbe auf X, die wir Garbe der unstetigen Schnitte von
F nennen. Ist auferdem p: F — F' ein Morphismus von abelschen Garben auf X, so
erhalten wir einen Morphismus ' : G — G'. Somit erhalten wir einen Funktor

ShAb(X) — ShAb(X)

Zusitzlich gibt es einen Monomorphismus ¢ : F — G, der funktoriell in F ist, das heifit
fiir jeden Morphismus v: F — F' ist das Diagramm

oF
Fg

et

fl = gl
(]

kommutativ.

Beweis. Sei U C X offen, dann wird G(U) durch punktweise Verkniipfung auf den Hal-
men zu einer abelschen Gruppe. Ist V' C U offen in X, so definieren wir die Restrikti-
onsabbildung durch

puv:GU) = G(V), s = sl|v.

Sie ist offenbar wohldefiniert und surjektiv. Es ist nun offensichtlich, dass die Garbenaxio-
me erfiillt sind.

Ist nun ¢ : F — F' ein Morphismus von abelschen Garben, so definieren wir ¢': G — G’
durch

by GU) = G'(U), s ¥p(s(p))-
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Offensichtlich erhalten wir somit einen Funktor.
Wir definieren einen Morphismus von Garben ¢/ : F — G durch
F . .
oy F(U) = GU), t <s. U— | %, thp)
peU

Die Eigenschaft eines Garbenmorphismus, ein Monomorphismus zu sein, lasst sich auf
offenen Mengen priifen. Sei also U C X offen und sei t € ker(py). Dann gilt fir alle
p € U schon t, = 0, also ¢t = 0 und damit ist ¢y ein Monomorphismus.

Ist nun v: F — F’ ein Morphismus abelscher Garben auf X, so gilt fiir alle U offen in
X,se FU)undpeU
V(s)p = ¥p(sp)
und damit folgt sofort
o7 o =y 0.
O

Bemerkung 4.20. Nach Lemma [£.19gibt es also zu jeder abelschen Garbe F auf einem
topologischen Raum X einen Monomorphismus F < G in eine welke Garbe G auf X.
Analog zu Proposition zeigt man nun mit der Konstruktion aus Lemma dass
jede abelsche Garbe F auf X eine welke Auflésung hat.

Lemma 4.21. Sei X ein topologischer Raum, Y C X abgeschlossen, F eine abelsche
Garbe auf Y und j: Y — X die Inklusion. Dann gilt

H'(Y,F) = H'(X, j,.F)

fiir alle 1 > 0.

Beweis. Ist G eine welke Garbe auf Y, so ist j,G eine welke Garbe auf X, denn fiir alle
V C U offen in X ist die Restriktionsabbildung

(0 = Py vy )t (3:6(0) =6(UNY)) = (3.6(V) =G(V nY))
surjektiv, da G welk ist. Ist auflerdem
H—-IT—=>JT
eine exakte Sequenz von abelschen Garben auf Y, dann ist
JH = L = 3T

nach Lemma [3.10] eine exakte Sequenz von abelschen Garben auf X, da die Halme der
direkten Bildgarben im Fall p € Y jeweils mit den Halmen der Garben tibereinstimmen
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und auch die Morphismen zwischen den Halmen iibereinstimmen. Andernfalls sind die
Halme 0 und die Sequenz ist trivialerweise exakt.

Sei nun J eine welke Auflésung von F. Dann ist nach den obigen Resultaten j.J eine
welke Auflésung von j,.F und fiir alle i > 0 gilt

I(Y,J") =T(X,5.J°.

Auflerdem stimmen auch die Korandabbildungen der Komplexe iiberein. Damit erhalten
wir

H(Y,F) =k (F(Y, j‘)) — (F(X, j*j-)> = H'(X, j.F).
[

Manchmal schreibt man anstatt von j,F einfach nur F. Lemma [£.21] rechtfertigt diesen
Missbrauch von Notation.
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5 (Garbenkohomologie auf noetherschen
topologischen Raumen und der
Verschwindungssatz

Wir wollen nun die Garbenkohomologie auf noetherschen topologischen Rdumen unter-
suchen. Insbesondere werden wir zeigen, dass Kohomologie in diesem Fall mit direkten
Limiten vertauscht. Auflerdem beweisen wir den Hauptsatz der Arbeit.

Lemma 5.1. Sei X ein noetherscher topologischer Raum und (Fu)aca ein induktives
System von Garben auf X. Dann ist die Pragarbe imP* F,, schon eine Garbe, es gilt also
lim Fo, = lim™ F,. Insbesondere gilt F(X,lig}'a) = hﬂF(X, Fa)-

Beweis. Sind 3 < v € A, so bezeichnen wir den Morphismus Fg — F, aus dem induk-
tiven System mit ¢%7. Wir zeigen nun, dass die beiden Garbenaxiome erfiillt sind.

Separiertheit. Sei U C X offen und (U;);er eine offene Uberdeckung von U. Sei weiter
s € lig]:a(U) mit s|y, = 0 fir alle ¢ € I. Da X noethersch ist, ist U kompakt,
es gibt also eine offene Uberdeckung (U;);cs von U, wobei J C I endlich ist. Sei
s € F5(U) ein Vertreter von s, dann ist s°|, fiir alle i € J ein Vertreter von s|y,.
Da auch 0 € Fg(U;) ein Vertreter von s|y, ist, gibt es ein o; > § mit

o0 (Mo = 0 (o) = @[ (0) = 0.

Wir wahlen nun ein v € A mit v > «; fiir alle ¢ € J. Dann gilt fiir alle i € J wegen
obiger Gleichung
et (), = 0.
Da F, eine Garbe ist, folgt
@57( $P )=0
und damit sofort s = 0.

Verklebeeigenschaft. Sei U offen in X, (U;);es eine offene Uberdeckung von U und seien
s; € @fa(Ui) mit Sz"UmUj = sjlu,nu;- Nach dem gleichen Argument wie oben
gibt es eine offene Uberdeckung (U;);es von U, wobei J C I endlich ist. Fiir alle
i €I sei sfi € Fp,(U;) ein Vertreter von s;, dann ist Siﬁi|UmUj ein Vertreter von
silu;nu; - Also gibt es ein a;; > B4, B; mit

Bicuij o Bi Bicvij i Bijaij o B Biaij o By
(pUia ](Sf )‘UimUj = (PUi%[J]j (SZB |UimUj) = (PUJ;\[J]J- (Sjj ‘UmU]-) - SOUJja ](Sj])’UimUj'
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Wir wahlen nun ein v € A mit v > a; fiir alle 4, j € J. Dann gilt fiir alle 4,5 € J
wegen obiger Gleichung

QO?]?(S? )|UiﬂUj = (ng(sjj)‘UmUj-

Da F, eine Garbe ist, gibt es ein 7 € F(U) mit s7|y, = np’gi'y(sfi) fur alle 7 € J.
Sei nun s = s7 € lig]:a(U), dann gilt fiir alle i € J
slu, = sllu, = sllu, = @7 (s) = si.
Ist nun ¢ € I, dann ist (U; N U;) e eine offene Uberdeckung von U; und es gilt
(slo)lvinu; = (sluy)vino; = sjlvinu; = silvin; -
fir alle j € J. Wegen der Separiertheit folgt also s|y, = s;.
O

Lemma 5.2. Auf einem noetherschen topologischen Raum ist der induktive Limes welker
Garben welk.

Beweis. Sei (Fq)aca ein induktives System welker Garben. Dann ist der Morphismus
Fo(U) = Fo(V) fur alle offenen Mengen V- C U C X und alle a € A surjektiv.
Nach Lemma gilt lig}"a(W) = (hﬂ Fa)(W) fir alle offenen W C X. Auflerdem
vertauschen Kolimiten miteinander, insbesondere vertauschen also direkte Limiten und
Kokerne miteinander und deswegen ist auch der Morphismus

((imy Fo) (U) = ling o (U)) = (lim Fo (V) = (lim Fo) (V) )
surjektiv. Folglich ist lig}'a welk. O

Proposition 5.3. Sei X ein noetherscher topologischer Raum und sei (Fa)aca €in
induktives System von abelschen Garben. Dann gibt es fiir alle i > 0 einen natirlichen
Isomorphismus

limg H' (X, Fo) — H'(X, lim F).

Beweis. Fiir alle o € A gibt es einen natiirlichen Morphismus F, — lim F, und durch
Anwenden des i-ten Kohomologiefunktors erhalten wir eine Abbildung

H'(X, Fo) = H'(X, lim Fy).
Die universelle Eigenschaft des direkten Limes liefert uns also einen Morphismus

limg H'(X, Fa) — H'(X,lim Fy).
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Im Fall ¢+ = 0 wissen wir bereits, dass dieser ein natiirlicher Isomorphismus ist, denn
nach Lemma [5.1] gilt

@HO(X, Fa) = im (X, Fo) = [(X, lim Fo) = HO(X, lim Fy).

Im allgemeinen Fall betrachten wir die Kategorie ind4(Shap(X)) der A-indizierten in-
duktiven Systeme abelscher Garben auf X. Aus der Tatsache, dass Shay,(X) eine abel-
sche Kategorie ist, folgt leicht, dass auch ind4(Shap(X)) eine abelsche Kategorie ist.
Da die Funktoren H® einen J-Funktor bilden und lg ein exakter Funktor ist, bilden
auch lim H {(X,—) und H (X, lim — ) jeweils d-Funktoren. Wir wollen nun zeigen, dass
lim H ‘X,—) und HY(X , lim — ) fir ¢ > 0 ausloschbar sind. Nach [4.12| sind die beiden
d-Funktoren dann universell und nach Lemma [4.10] isomorph.

Sei also (Fu)aca € inda(Shap(X)) und @ > 0. Fiir @ € A sei dann G, die Garbe der
unstetigen Schnitte von F,. Nach Lemma ist G, welk und es gibt einen Monomor-
phismus F, — G,, der funktoriell in F,, ist. Somit erhalten wir einen Monomorphismus
u: (Fa)aca — (ga)aeA in ind4(Shap(X)). Da G, welk ist, gilt H (X,G,) = 0 und
damit auch lim H*(X,Ga) = 0, also ist lim H {(X, —) ausléschbar. Nach Lemma W ist

aber auch li gga welk, also ist nach dem gleichen Argument wie gerade auch H*(X, li lg)
ausloschbar.

Definition 5.4. Sei X ein topologischer Raum und F eine Garbe auf X. Sei weiter

B= ] Fw)

U C X offen

und
A={aC B||a] <}

die Menge aller endlichen Teilmengen von B. Sei @ € A, dann hat « fiir ein geeignetes
n € N, eine geeignete Familie (U;);eq1,....n) und ein geeignetes t; € F(U;) die Form

{(U1,t1),...,(Un,tn)}

Ist U offen in X, so wird durch

(tilv |U CcUsyie{l,...,n}), fallseseini e {1,...,n} mit U C U; gibt

0, sonst

- |

eine Prégarbe definiert, deren Garbifizierung F, wir die von den Schnitten aus «
erzeugte Untergarbe von F nennen.

Lemma 5.5. Seien X, F und A wie in Definition [5.4, Fir alle o C a € A erhalten
wir durch die Inklusion einen Morphismus fg,r — FP und damit durch Garbifizierung
einen Morphismus Fo — Fu, also ein induktives System von Garben. Es gilt

lim Fo = F.
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Beweis. Wir wollen nachweisen, dass F die universelle Eigenschaft des direkten Limes
erfiillt. Sei also G eine Garbe auf X und fiir alle @ € A seien Morphismen ¢, : Fo — G
gegeben, die fiir alle o/ C « mit den Morphismen F,, — F, kommutieren, das heifit, fiir
alle o/ C «a ist folgendes Diagramm kommutativ:

Durch die Adjunktion von Garbifizierung und Vergissfunktor erhalten wir Morphismen
von Prigarben ¢P": FP' — G. Wir definieren nun fiir alle a € A durch

(YR : FRNU) — F(U), s+ s

einen Morphismus ¢2": FP* — F von Pragarben auf X. Offensichtlich kommutieren
diese Morphismen fiir alle @ C @ € A mit den Morphismen F., — FE'. Ist nun U C X
offen, so gibt es fiir alle s € F(U) ein oy € A mit s € FL'(U). Damit kénnen wir fiir alle
U offen in X einen Morphismus

by FU) = GU), s = oa,(s)

definieren. Dieser ist unabhéngig von den Wahlen von «;, da die Morphismen ¢, mit
den Morphismen F, — F, kommutieren. Wir erhalten dadurch einen Morphismus

o F—=G
von Garben und fiir alle o C a € A ist folgendes Diagramm kommutativ:

pr
ol

Fr i

F—5g

%
«

B T

@

Durch Garbifizierung erhalten wir dann folgendes kommutatives Diagramm:
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‘FO/ Pa’

%‘/

F-—25¢
<~
‘FOl Pa

Die Eindeutigkeit von % als Morphismus, der das obige Diagramm fiir alle o/ C a € A
kommutativ macht, folgt aus der Konstruktion. Folglich erfiillt F die universelle Eigen-
schaft des direkten Limes. O

Wir kommen nun zum Hauptsatz dieser Arbeit.

Theorem 5.6. Sei X ein noetherscher topologischer Raum der Dimension n. Fir alle
i > n und alle abelschen Garben F auf X gilt dann H (X, F) = 0.

Beweis. Wir beweisen das Theorem in mehreren Schritten durch Induktion tiber die
Dimension n von X.

1. Schritt. Wir zeigen, dass es geniigt, den Fall zu betrachten, dass X irreduzibel ist. Ist
X reduzibel, so sei Y eine irreduzible Komponente von X und es sei U = X \ Y.
Nach Lemma erhalten wir dann fiir jede abelsche Garbe F auf X eine kurze
exakte Sequenz

0—>Fy—>F—Fy —N0.

Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert uns, dass es gentigt
H'(X,Fy)=0=H'(X, )

fiir ¢ > n zu zeigen. Ist das Theorem fiir irreduzible topologische Ridume gezeigt,
so gilt nach Lemma HY(X,Fy) = H(Y,Fly) = 0. Sei nun j: U — X die
Inklusion. Nach Lemma gilt dann (5.7 ' Fu)p = (G~ Fu)p = (Fu), fiir alle
p € U und (j.j ' Fy), = 0= (Fp)p fiir alle p ¢ U, also gilt bereits Fy & j.j L Fy.
Da U eine irreduzible Komponente weniger als X besitzt, folgt mit Induktion iiber
die Anzahl an irreduziblen Komponenten und Lemma

H'(X, Fy) = H'(X, juj "' Fu) = H'(U,j~ ' Fy) = 0.
Also genitigt es den Fall zu betrachten, dass X irreduzibel ist.

2. Schritt. Sei X irreduzibel und von der Dimension 0. Dann sind die einzigen offenen
Mengen in X die leere Menge und X selbst, denn sonst gébe es eine offene Menge
UC X und Y = X \ U besifBe eine irreduzible Komponente Z. Dann wére aber
Z C X eine Kette von irreduziblen Mengen und damit dim(X) > 1. Also ist

F(X, —): ShAb(X) — Ab
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eine Kategoriendquivalenz. Insbesondere ist I'(X, —) exakt und damit folgt fiir alle
i > 0 und alle abelschen Garben F auf X schon H*(X,F) = 0.

3. Schritt. Sei X irreduzibel und von der Dimension n. Sei aulerdem F eine abelsche
Garbe auf X. Sei A wie in Definition [5.4] und fiir o« € A seien F,, und FE" ebenfalls
wie in Definition @ Nach Lemma [53] gilt lim 7, = F und nach Proposition @
geniigt es also H'(X, F,) fiir alle a € A und ¢ > n zu zeigen. Ist o/ C a € A4, so
erhalten wir eine exakte Sequenz

0— FY = F =G =0

von abelschen Priagarben, wobei GP' der Quotient ist. Durch Garbifizierung erhal-
ten wir nach Lemma [3.3] eine exakte Sequenz

0=Fy =Fa—G—0

von abelschen Garben. G wird von maximal |« \ /| vielen Schnitten erzeugt. Die
lange exakte Kohomologiesequenz und Induktion iiber |a| liefern uns also, dass es
gentigt, den Fall zu betrachten, dass F fiir eine geeignete offene Menge U von einem
einzigen Schnitt ¢t € F(U) erzeugt wird. Sei nun Z die zu Z gehorige konstante
Garbe auf X, Zj; = (41Z)P", wobei i: U — X die Inklusion ist und FP* = fng,t)}.
Fiir eine offene Menge V C U gilt ZF (V) = Z und FP*(V) = (t|y). Fir V. .C X
offen mit V' ¢ U gilt Z}; (V) = 0 = FP*(V). Durch

ePH(V): ZI,}r(V) — FPH(V), z = zt|y

wird also ein Morphismus von Priagarben definiert, der offenbar ein Epimorphismus
ist. Nach Lemma [3.3]ist Garbifizierung exakt, also ist der Morphismus ¢: Zy — F
von Garben, den wir durch Garbifizierung erhalten, ebenfalls ein Epimorphismus.
Somit erhalten wir eine exakte Sequenz

0—=R—Zy—F—0,

wobei R = ker(yp) ist. Die lange exakte Kohomologiesequenz liefert uns nun, dass
es geniigt H'(X,R) = 0 und H*(X,Z) = 0 fiir i > n zu zeigen.

4. Schritt. Sei U offen und nicht leer in X und R eine Untergarbe von Zg. Fiir alle
p € U ist R, eine Untergruppe von Z. Ist R = 0, so gehen wir direkt zum néchsten
Schritt weiter. Andernfalls sei d die kleinste positive ganze Zahl, die in irgendeinem
der Halme R, vorkommt. Dann gibt es ein offenes V' C U mit d € R(V') und wegen
der Minimalitat von d folgt fiir alle W C V offen R(W) = dZ. Damit erhalten wir

Rly = dLly = Zly (%)
und somit wiederum Ry = Zy,. Wir erhalten nun eine kurze exakte Sequenz

0—=2Zy =R —R/Zy, — 0.
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Seinun p € X\ (U\V), alsop € X\ U oder p € V. Wir betrachten zuerst den Fall
p € X \U. Es gilt R(W) = 0 fiir alle W offen in X mit p € W, also gilt R, = 0.
Im Fall p € V gilt wegen (ED

(R/Zy)p = Rp/(Zv)p = (Rlv)p/(Zlv)p = 0.

Also liegt der Tréger von R/Zy in U\V Cc U\ V.Ist j: U\ V — X die Inklusion,
so gilt also

R/Zv = j+(R/ Ly |grv)-

Da X irreduzibel ist, ist aber die Dimension von U \ V kleiner als n. Indem wir
die Induktionsvoraussetzung und Lemma |4.21]| verwenden, erhalten wir

H(X.RLy) = H(X,4u(R/Zy i) = H(O\V. R/ Ly lirp) = 0

fiir alle ¢ > n. Nach der langen exakten Kohomologiesequenz bleibt also nur noch
das Verschwinden der ¢-ten Kohomologie von Z;; fiir ¢ > n zu zeigen.

5. Schritt. Sei U offen und nicht leer in X und Y = X \ U. Nach Lemma haben wir
eine kurze exakte Sequenz

0—=>Zy—24Z— Zy — 0.

Da X irreduzibel ist, gilt dim(Y’) < dim(X) = n und wir erhalten nach der Induk-
tionsvoraussetzung und mit Lemma [£.27]

HY(X,Zy)=H'(Y,Zly) =0

fiir alle ¢ > n. Da Z eine konstante Garbe auf einem irreduziblen topologischen
Raum ist, ist Z welk und damit H*(X,Z) = 0 fiir alle i € N. Die lange exakte
Kohomologiesequenz liefert nun H*(X,Z;;) = 0 fiir alle i > n.

O]
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