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1 Adjunktionen durch natiirliche Isomorphismen auf
Hom-Mengen

Es seien stets A, B Kategorien.
N
1.1 Definition (Adjunktion). Seien A B Funktoren. Dann heifit F' linksadjungiert

—
G

zu GG und G rechtsadjungiert zu F, falls es fiir alle A € A, B € B Isomorphismen
va:B(FA B)— A(A,GB)

gibt, die natiirlich in A und B sind, das heifit, fir alle f € A(A’, A), g € B(B, B") kommutieren

folgende Diagramme:

PA,B PA,B

B(FA,B) 225 A(A,GB) B(FA,B) ", A(A,GB)

(Ff)*l lf* g*l ‘/(Gg)* (1.1)

BFA',B) 4 A(A',GB) B(FAB') - A(A,GB)

Man schreibt dann F' 4 G. ¢ = (p4,B) Ac4,BeB heiBft dann Adjunktion zwischen F' und G.
1.2 Bemerkung. Sind g € B(FA,B), f € A(A,GB), so schreiben wir oft auch g fiir 4 5(9)
und f fiir goAT}B(f). Offenbar gilt § = g und f = f.

1.3 Beispiel (Freie Funktoren und Vergissfunktoren). a) Sei k ein Kérper. Dann gibt es eine

Adjunktion
F

Set , 1 " Vectyg,
U

wobei U der Vergissfunktor und F der freie Funktor ist. Sei V, V' € Vect, und S, S’ € Set.
Offenbar ist B
sy : Vecty(FS,V) — Set(S,UV), h — h = h|g

ein Isomorphismus, denn die Abbildung
sy : Set(S,UV) — Vectg(FS,V), i1
mit i(3,cq AsS) = Dseg Asi(s) ist die Umkehrabbildung zu ¢g y:
(osv o vgv(i)(s) =ils(L-s) =1-i(s) =i(s)

(Wsy o psv(h)(v) = vsy(hls) () =Y Ashls(s) = D Ash(s (Z Ass> e
— Z Aes  SE€S ses seS

Sei f € Set(S,S), g € Vecty(V, V') und h € Vecty(F'S, V). Dann gilt

(psrv o (Ff))(h)(s) = psr v ((Ff)*(h))(s)
=g v(ho Ff)(s)
= (ho Ff)|s(s)
=h(Ff(s))

N
=f(s)es
= hls(f(s))
= (hls o f)(s)
= ((ps,v(h)) o f)(s)
= (f*opsv)(h)(s),



also
s vo(Ff) = fopsy.
Auflerdem gilt

(Ug)x o @sv)(h)(s) = (Ug)«(ps,v(h))(s)
= (g o hls)(s)
= (goh)ls(s)
= (ps,vr(goh))(s)
= (ps,v(g«(h)))(s)
= (s, 0 gx)(h)(s),
also

psvr o g = (Ug)sopsy.

b) Sei R ein Ring und Modp die Kategorie der R-Moduln. Dann hat man analog Adjunktionen

F F
Set , L "Grp Set , 1L 7 Modpg
U U

wobei U und F jeweils die entsprechenden Vergissfunktoren und freien Funktoren sind.
1.4 Beispiel (kartesisch und exponential). Es sei Y € Set. Dann haben wir einen Funktor
— XY : Set — Set

— XY :Set - Set, X — X xY
— XY :Set(X, X') = Set(X x Y, X' xY), f (f,id)
AuBerdem haben wir einen weiteren Funktor
(=)¥ : Set — Set
(=) : Set — Set, X — XV
(=) :Set(X, X') = Set(XY, X)), f— f.
Seien A, B € Set. Dann ist
@ap:Set(AxY,B) — Set(A, BY),
h (pap(h): A— BY, ars h(a,—))
ein Isomorphismus, denn
Yap:Set(A, BY) — Set(A x Y, B)

i (Yap(i) s AxXY = B, (a,y) = (i(a))(y))
ist offenbar die Umkehrabbildung zu ¢4 p. Sei nun f € Set(A’,A),g € Set(B,B’) und h €
Set(A x Y, B). Dann gilt

(par,B o (= xY[))(h)(a) = pa p((f,id)*(h))(a)
= ¢a,(ho(f,id))(a)
= (ho(f,id))(a, —)



und

Damit erhalten wir

papo(=xYf) = f"opans, (=) g)x 0o pa B =panogs,

also gilt
—xY A4 ()Y,
1.5 Beispiel. Man hat eine Adjunktion
Top
\
DT# U ATI
3
Set

wobei D und I die Funktoren sind, die eine Menge mit der diskreten Topologie, beziehungsweise
mit der indiskreten Topologie versehen und U ist der Vergissfunktor.

1.6 Theorem. Adjunktionen sind eindeutige bis auf Isomorphie. Genauer, sind F : A — B und
G,G" : B— A Funktoren mit F 4 G und F - G’, so gilt bereits G = G'.

Beweis. Es gilt
A(A,GB) 2 B(FA,B) = A(A,G'B)

natiirlich in A und B. Nach Yoneda gilt dann also
GB>~G'B
und da die Yoneda-Einbettung treu ist, ist diese Isomorphie natiirlich in B. Also gilt G = G’. O

1.7 Bemerkung. Man kann sogar Eindeutigkeit bis auf eindeutige Isomorphie zeigen, siche
z.B. [MacLane98|, Theorem IV.7.2]

2 Einheiten und Koeinheiten

Es seien stets A, B Kategorien.



F
—

G

eine entsprechende Adjunktion. Dann erhalten wir fiir alle A € A eine Abbildung

2.1 Definition (Einheit und Koeinheit). Seien A B Funktoren mit F' 4 G und sei ¢

Ma:A— GFA) =para(idpa) = idpa
und fiir alle B € B eine Abbildung
(ep: FGB — B) = @5}373(idGB) = idgp.
Wegen der Natiirlichkeit von ¢4 ra und @5}37 p werden dadurch natiirliche Transformationen
n:idg = GF, e: FG = idp

definiert. Diese heiflen die Einheit, beziehungsweise Koeinheit der Adjunktion.

F
2.2 Beispiel. Wir betrachten die Adjunktion Set | 1 ” Vectp. Die Einheit 7 :idge = UF
U
hat die Komponenten
ns : S—UFS

S+s
und die Koeinheit ¢ : FU = idvect, hat die Komponenten

ey : FUV -V

Z AU — Z ApU.

veV veV

—xXY

. o . . . . _— . . .
2.3 Beispiel. Wir betrachten die Adjunktion Set : l)y Set. Die Einheit

0 idse = ((4)7) (= x V)
hat die Komponenten

ng: S = (SxY)Y
s (ns(s): Y = S xY,y—(s,y))

und die Koeinheit ¢ : (— x Y) ((—)Y) — idget hat die Komponenten

eg:SY xY = S
(h,y) = h(y).

2.4 Lemma (Dreiecksidentitaten). Es seien F': A — B, G : B — A Funktoren mit F' 4 G und
n, € seien die Finheit und Koeinheit. Dann kommutieren folgende Diagramme:

- ragr ¢ GFG

idp idg

F G

Diese beiden Diagramme werden auch Dreiecksidentititen genannt.



Beweis. Sei A € A. Es gilt idgra = epa. Da das linke Diagramm in (LI]) kommutiert, gilt
idpa =74 = idgraona = era o Fa,
also kommutiert das linke Diagramm. Sei B € B. Es gilt ngp = idrpgp. Da das rechte Diagramm
in (LI) kommutiert, gilt
idgp = €5 =ep oidrgp = Gep o nas,

also kommutiert das rechte Diagramm. O

2.5 Theorem (Adjunktionen durch Einheiten und Koeinheiten). Es seien F' : A — B und
G : B — A Funktoren. Dann gibt es eine Bijektion zwischen

a) der Menge der Adjunktionen F 4G und

b) der Menge der Paare (n:idaq = GF, ¢ : FG = idg) von natirlichen Transformationen,
die die Dreiecksidentititen (2] erfillen.

Beweis. Wir zeigen, dass es zu jedem Paar (n,¢) von natiirlichen Transformationen, die die
Dreiecksidentitéten erfiillen, genau eine Adjunktion F' 4 G mit Einheit  und Koeinheit € gibt.

FEindeutigkeit. Es sei g € B(FA,B) und f € A(A,GB). Dann gilt fir jede Adjunktion F' 4 G
mit Einheit  und Koeinheit

g=goidrpa=Ggona

und
f=idgpof =epo Ff.

Also ist die Adjunktion schon durch 1 und & bestimmt.

Ezistenz. Es seien n @ idgq = GF, ¢ : FG = idg natiirliche Transformationen, die die
Dreiecksidentitdten erfiillen. Fiir alle A € A, B € B definieren wir Abbildungen

$YA,B
0
B(FA,B) A(A,GB) (2.2)
YA,B
durch
vaB(9) =9==Ggona
und

Ya(f)=f=epoFf.

Zu g € B(FA, B) erhalten wir ein kommutatives Diagramm

A para 199 poB

\ ‘/EFA ‘/EB
ldFA

FA—— B,

also gilt
?ZﬁBOnggBOFGgOFUA:goidFA:g-



Zu f € A(A,GB) erhalten wir ein kommutatives Diagramm
A—"— GFA
f GFf

GB %5 GFGB

G

GB,

also gilt
f=Gfona=GepoGFfona=idgpof = f.

Also ist ¢4 g bijektiv mit Umkehrabbildung 14, 5. Wegen der Natiirlichkeit von n und e folgt
sofort, dass die Diagramme in (I.T]) kommutieren, also definiert (2.2]) eine Adjunktion. Diese hat
als Einheit n und als Koeinheit ¢, denn fiir alle A € A gilt

idpa = Gidpaona = idgraona = na
und fiir alle B € B gilt
idgp =epo Fidgp = epoidrgp = €B.
O
2.6 Korollar. Seien F': A — B und G : B — A Funktoren. Dann gilt F 4 G genau dann, wenn

es natirliche Transformationen n :idy = GF und ¢ : FG = idg ¢ibt, die die Dreiecksiden-
titdten erfillen.

F
2.7 Bemerkung. Wir kénnen also eine Adjunktion A, 1 " B auch als Tupel (F,G,n,¢)
G

von Funktoren und natiirlichen Transformationen, die die Dreiecksidentitdten erfiillen, auffassen.
Man sagt dann auch (F,G,n,¢) : A — B ist eine Adjunkton.

2.8 Beispiel (Tensor-Hom Adjunktion). Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und M €
Modg. Dann haben wir einen Funktor FF = — ® M : Modr — Modgr und einen Funktor
G = Hom(M, —) : Modr — Modg. Wir betrachten nun die natiirlichen Transformationen

N :idMod, = GF
definiert durch

Ny : N — (GFN = Hom(M,N ® M))
n— nyn): M —- NM, m—n®m)

und
€: FG = idmody
definiert durch

en : (FGN =Hom(M,N)® M) - N
¢ @m — ¢(m)



auf den Erzeugern. Nun gilt fiir ¢ € Hom(M, N) und m € M:

((Gen onen)(¢))(m) = Gen (nan())(m)
= (en o neN(#))(m)
= en((nen(¢))(m))
=en(p®@m)
= ¢(m)

Also gilt
GeonG =idg.

Weiter gilt firn®@m € N @ M:

epn o Fnn(n@m) = epy(Fnn(n @ m))
:EFN(UN(TL) ®m)
= (nn(n))(

=n®m

m)

Also gilt auch
eF o Fn=idp,

das heifit n und e erfiillen die Dreiecksidentitdten. Also gilt FF 4 G. — ® M hat jedoch kein
Linksadjungiertes, da Rechtsadjungierte Limiten erhalten, aber das Tensorprodukt zum Beispiel
das Produkt in Modpg nicht erhélt. Dies wird im néchsten Vortrag gezeigt.

3 Adjunktionen durch initiale Objekte

Es seien stets A, B und C Kategorien.

3.1 Definition (Kommakategorie). Es seien P : A — C und @ : B — C Funktoren. Die

Kommakategorie (P | Q) ist gegeben durch:

e Objekte: Tripel (A, h, B) mit A€ A, B € Bund h € C(P(A),Q(B)).

e Morphismen (A, h, B) — (A’,h/,B’): Paare (f,g) von Morphismen f € A(A, A’) und

g € B(B, B'), fir die das Diagramm

pA-_L1, pa

/
QB 5" QB

kommutiert.

e Verkniipfung von Morphismen: Komponentenweise Verkniipfung.

3.2 Beispiel. a) Sei I die diskrete Kategorie mit einem Element. Funktoren I — A entsprechen
Objekten A € A und wir schreiben A : I — A fiir den Funktor, der zu A gehort. Fir A € A
entspricht die Kommakategorie (id4 | A) der Slicekategorie (Kategorie der Objekte iiber A)

AJA.



b) Sei G : B — A ein Funktor und A € A. Wir betrachten die Kommakategorie (A | G). Die
Objekte sind Paare (B, f) mit B € B und f € A(A,GB). Ein Morphismus

g€ (ALG) (B, ) (B 1))

ist ein Morphismus g € B(B, B’), fiir den das Dreieck

A—1.cB
x l("q
GB’
kommutiert.
TN
3.3 Lemma. FEs sei A, L ' B eine Adjunktion. Weiter sei ) die Finheit der Adjunktion
G

und A € A. Dann ist (FA,n4) initial in (A | G).

Beweis. Es sei (B, f) € (A ] G). Wir wollen nun zeigen, dass es genau einen Morphismus von

(FA,na) nach (B, f) gibt.
Ein Morphismus (FA,n4) — (B, f) in (A | G) ist ein Morphismus ¢ : FA — B in B, fir den
das Dreieck

A", GFA

\‘ ‘/G‘q (3.1)

GB

kommutiert. Im Beweis von Theorem haben wir gesehen, dass Gqgona = 7 gilt. Also kommu-
tiert (3] genau dann, wenn f = g, das heifit, genau dann, wenn ¢ = f. Also ist f der einzige
Morphismus (FA,na) — (B, f) in (A ] G). O

3.4 Theorem (Adjunktionen durch initiale Objekte). Es seien ' : A — B und G : B — A
Funktoren. Dann gibt es eine Bijektion zwischen

a) der Menge der Adjunktionen F' 4 G und

b) der Menge der natirlichen Transformationen n : id4 = GF, fir die (FA,na) fir alle
A € A initial in (Al G) ist.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass wir zu jeder Adjunktion F' 4 G eine natiirliche Trans-
formation 7 wie in (b) erhalten, ndmlich die Einheit. Wir miissen also noch zeigen, dass jedes n
wie in (b) die Einheit genau einer Adjunktion F' 4 G ist. Nach Theorem reicht es zu zeigen,
dass es zu jedem n wie in (b) genau eine natiirliche Transformation ¢ : FG = idg gibt, sodass
die Dreiecksidentitdten erfiillt sind. Sei also 1 eine natiirliche Transformation wie in (b).

Findeutigkeit. Seien €, : FG = idp natiirliche Transformationen derart, dass (n,¢) und (n, &)
die Dreiecksidentitdten erfiillen. Dann kommutiert fiir alle B € B folgendes Diagramm:

GB 2, GFGB

A lGaB (3:2)

GB

10



Also ist ep ein Morphismus (FGB,ngg) — (B,idgp) in (GB | G). Das gleiche gilt fiir €5, aber
(FGB,ngp) ist initial, also gilt ep = £’ und da dies fiir alle b € B gilt, folgt e = &'.

Exzistenz. Fir B € B definieren wir ep : FGB — B als den eindeutigen Morphismus
(FGB,nep) — (B,idgBs)

in (GB | G). Dann kommutiert das Dreieck (8:2]) nach Definition. Wir zeigen nun, dass (¢g)pes
eine natiirliche Transformation ist fiir die (n,¢) den Dreiecksidentitdten geniigt.

Sei also ¢ € B(B, B’). Dann erhalten wir die folgenden kommutativen Diagramme:

GB -5, GFGB GB -°5, GFGB
W‘ Gep qu GFGq
o\ GB GB % GFGB'
Gq i& Gepr
GB' GB'

Also sind g o eg und ep o FGq Morphismen (FGB,ngg) — (B',G(q)) und weil (FGB,ngR)
initial in (GB | G) ist, sind sie schon gleich. Dies zeigt die Natiirlichkeit von e.

Wir haben schon gesehen, dass eine der beiden Dreiecksidentitéiten erfiillt ist. Die andere besagt,
dass das Diagramm

FA- " pGFRA
K lEFA
FA

fiir alle A € A kommutiert. Um dies zu zeigen betrachten wir die folgenden kommutativen
Diagramme:

A GFA A—" L GFA

nA GFna

idera  GFA °P4 GFGFA

. Gepa
IR

GFA GFA

NA

Da (F'A,n,) initial in (A | G) ist, erhalten wir
epa o Fna =idpa.
O

3.5 Bemerkung. Theorem [3.4] zeigt, dass fiir zwei Adjunktionen (F,G,n,¢),(F,G,n,e'): A —
B bereits ¢ = ¢’ gilt.

11



3.6 Beispiel (Universelle Eigenschaft des freien Vektorraums). Es Sei S € Set und V' € Vecty,.
Dann hat jede Abbildung f : S — (V = U(V))) eine eindeutige lineare Fortsetzung f : FF.S — V,

das heifit das Diagramm
S UFS

N

uv

kommutiert. Dabei ist ng : S < UF'S die Inklusion. Das bedeutet gerade, dass (F'S,ng) initial
in (S, U),also gilt FF4U.

4 Reflektive Unterkategorien

Es seien stets A, B Kategorien.

4.1 Definition (Reflektive Unterkategorie). Eine Unterkategorie I/ von A heifit reflektiv, wenn
sie voll ist und der Inklusionsfunktor ein Linksadjungiertes besitzt.

4.2 Beispiel. Ab ist eine reflektive Unterkategorie von Grp, denn sie ist voll und der Inklu-
sionsfunktor hat als Linksadjungiertes den Funktor, der einer Gruppe G ihre Abelianisierung

G/|G, G| zuordnet.

4.3 Definition (Schnitt und Retraktion). Es seien A, B € A. Ein Morphismus f € A(A4, B)
heif}t

e Retraktion, wenn er ein Rechtsinverses besitzt, das heiffit wenn es einen Morphismus
g € A(B,A) gibt mit fog=idp

e Schnitt, wenn er ein Linksinverses besitzt, das heifit wenn es einen Morphismus g €

A(B, A) gibt mit go f =id4.
4.4 Lemma. Ist ein Morphismus f € A(A, B) ein Epimorphismus und ein Schnitt oder ein

Monomorphismus und eine Retraktion, so ist er bereits ein Isomorphismus

Beweis. Es sei f € A(A, B) ein Schnitt und ein Epimorphismus. Dann gibt es ein g € A(B, A)
mit g o f = idp. Dann gilt

fogof=/foida=idpof
und da f ein Epimorphismus ist, gilt f o g = idp, also ist f ein Isomorphismus.

Es sei f € A(A, B) eine Retraktion und ein Monomorphismus. Dann gibt es ein g € A(B, A)
mit fog=ida. Dann gilt
fogof=idpof = foidy

und da f ein Monomorphismus ist, gilt g o f = id4, also ist f ein Isomorphismus. U

4.5 Lemma. Sei f € A(A, B). Dann ist f genau dann ein Epimorphismus, wenn

A%

B
1
B——

idp

ein Pushoutdiagramm ist.

12



Beweis. Es sei f ein Epimorphismus. Wir betrachten das kommutative Diagramm:

i:

A
! idp

B

./ E
&

Q

Da f ein Epimorphismus ist, gilt schon g = h es gibt genau ein ¢ = g = h € A(B, C), sodass
das Diagramm

A%B
f id
B*>

OUL
Q/

>

kommutiert. Dies zeigt die eine Richtung.

Sei also das Diagramm aus der Behauptung ein Pushoutdiagramm. Seien weiter g, h € A(B, ()
mit go f = h o f. Dann erhalten wir folgendes kommutatives Diagramm:

A%B
f id
B*>

s [os]
P
Q/

Da B das Pushout ist, gibt es genau ein g € A(B, (), sodass das Diagramm

i:

A
! idp

B

>

=,

kommutiert. Also gilt bereits h = ¢goidg = g. U

4.6 Lemma. Es seien C und D Kategorien und D habe alle Pushouts. Dann hat auch die

entsprechende Funktorkategorie D alle Pushouts und diese lassen sich Komponentenweise dar-
stellen.

Beweis. Es sei

F—25G
S
H——Q

13



ein kommutatives Diagramm in D¢. Wir wollen nun einen Funktor P € D¢ konstruieren, der
das Pushout des Diagramms

F—2-@G

:

ist. Wir erhalten fiir alle C' € C folgendes kommutatives Diagramm:

FC 2“5 GC

HC —— QC
Sei PC das Pushout des Diagramms

FC 2“5 GC

|

HC

Das heifit es gibt genau ein po € D(PC, QC'), sodass folgendes Diagramm kommutiert:

FC -2 GC
ﬁcl J’YC
5 e
HC —<— pPC
;E\N
oo QC

Sei auflerdem g € C(C,C"). Dann erhalten wir folgendes kommutatives Diagramm:

FC' cor GC'
Gyg
Fg
FC 225 GC
Ber BCJ lw Yer
HC —— PC
Je;
S
HC! PC’
o

Da PC das Pushout ist, gibt es genau ein Pg € D(PC, PC"), sodass das Diagramm

(6704

GC’

FC’

Be

Yo

»
Q
«—
2
Q

14



kommutiert. Wir erhalten also einen Funktor P : C — D. Auflerdem haben wir natiirliche Trans-
formationen 7 : G = P und § : H = P. Auflerdem kommutiert auch folgendes Diagramm:

6764

FC’ GC’

FC -2, GC

Bc

QC"

Deswegen erhalten wir auch eine natiirliche Transformation p : P = @) und das Diagramm

F—25@G
B8 lv
H—%,p
\E
o Q

kommutiert. Die natiirliche Transformation p ist eindeutig, da ihre Komponenten eindeutig
sind. O

4.7 Lemma. Es seien C und D Kategorien und D€ sei die entsprechende Funktorkategorie.
Seien F,G € D¢ und o € DC(F,G).

a) Ist o komponentenweise ein Epimorphismus (Monomorphismus), das heifit fir alle C' € C ist
ac ein Epimorphismus(Monomorphismus), so ist a ein Epimorphismus (Monomorphismus).

b) Hat D alle Pushouts (Pullbacks), so gilt die Umkehrung von a).

Beweis. a) ist klar und fiir Epimorphismen folgt b) aus Lemma und Lemma Die ent-
sprechende Aussage fiir Monomorphismen folgt durch Dualitét. O

4.8 Lemma. FEs seien A, B € A. Weiter sei f* : h* = hP die nach dem Yoneda-Lemma von
f € A(B,A) induzierte natirliche Transformation. Dann ist f* ein Monomorphismus genau
dann, wenn f ein Epimorphismus ist und f* ist genau dann ein Epimorphismus, wenn f ein
Schnitt ist.

Beweis. Sei f* ein Monomorphismus. Seien nun h,h’ € A(A,C) mit ho f = h' o f. Dann gilt:

fe(h)=ho f=nof = fe(h')

15



f& ist nach Lemma [4.7] ein Monomorphismus in Set, also injektiv. Deswegen gilt bereits h = R/,
also ist f ein Epimorphismus.

Sei umgekehrt f ein Epimorphismus und seien h, h' € A(A,C) mit f&(h) = f&(R'). Dann gilt
hof=f&(h) = fe(h') =h'of

und da f ein Epimorphismus ist, gilt bereits h = h’. Also ist f{ injektiv und damit ein Mono-

morphismus in Set. Nach Lemma 7 ist dann f* ein Monomorphismus.

Ist f* ein Epimorphismus, dann ist nach Lemma 7] f}, fir alle D € A ein Epimorphismus in
Set und damit surjektiv. Also gibt es ein g € A(A, B) mit go f = f5(g9) = idp. Also ist f ein
Schnitt.

Ist umgekehrt f ein Schnitt, so gibt es ein g € A(A,B) mit go f = idg. Sei D € A und
h € A(B, D) beliebig. Dann gilt
h=hoidg=hogo f= f5(hog).

Also ist f}, fiir alle D € A surjektiv und damit ein Epimorphismus in Set. Folglich ist nach
Lemma 4.7 f* ein Epimorphismus. U

4.9 Theorem. Sei (F,G,n,c) : A — B eine Adjunktion. Dann ist G
a) genau dann treu, wenn jede Komponente €4 der Koeinheit ein Epimorphismus ist und
b) genau dann voll, wenn jede Komponente €4 der Koeinheit ein Schnitt ist.

Also ist G genau dann volltreu, wenn jede Komponente €4 der Koeinheit ein Isomorphismus ist.

Beweis. Wir wenden das Yoneda-Lemma auf die natiirliche Transformation
hA — hFGA

gegeben durch
—1
G 4
A(A,C) =25 B(GA,GC) 225 A(FGA,C)
an. Also ist sie bestimmt durch das Bild von id4, welches gerade die Definition der Komponente
€4 : FGA — A der Koeinheit ist. @5}4 ¢ ist ein Isomorphismus, also ist die natiirliche Transfor-
mation wegen Lemma .7 genau dann ein Monomorphismus (Epimorphismus), wenn G4 ¢ fiir

alle A,C € A injektiv (surjektiv) ist, also wenn G treu (voll) ist. Die Behauptung folgt dann
mit Lemma (.8 O

4.10 Korollar. Es sei U eine reflektive Unterkategorie von A und (F,I,n,e) : A — U die
entsprechende Adjunktion. Dann ist & ein natiirlicher Isomorphismus.
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